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ARTICLE  I. 

PROBlkME  ANALYTIQUE  /. 

'v  V  w  *  J  « 
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rr  K  J 


Intégrer  la  formule  (A)  ....  —-j • ,  dans .  laquelle  m ,  /z  so/z£ 
des  nombres  entiers  &  rationnels . 


I.  J  e  fais  {  =  y”1,  d’où  naissent  les  déterminations  sui- 


vantes;  rf{  =  my”  'dy;  f=y”.  De-là  — —  = 


f  "»  t/?  — m  +  »  —  1 


my 


I"+"ï  l-4-_y" 


=  my”  'rfy 


M— I  J  . 

my  dy 


H-J 


.  Si  m  ,  n  sont  tous  deux  positifs  ou 


négatifs,  on  a  toujours  (A)  ==  .  Si  l’un  des  deux  est 


i-+-i 


— 

7  W 

négatif,  l’on  aura  dans  les  deux  cas  (A)  =  •  . 


7  ^  ^7 

Intégrer  la  formule  —TT"' 


«  Rii/JC  IfJp 


2.  En  mettant  dans  les  substitutions  précédentes  n  à 
la  place  de  /z,  l’on  a 


i  mdi 

i  H-  i 


my  ~  "  dy  _ j  y 


m — n— I 


m — a— i 

=  mdv  . 

J  I-+-J 


ri 
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Or  ou  m  >  n ,  ou  m  <  n.  Si  m  >  n,  le  numérateur  de  la 


m—n—l 


fraction  - - — ■  a  l’exposant  positif,  si  m  <  n ,  cet  exposant 

i-4 -y 

devient  négatif. 

Première  hypothèse  m  <  n 

n 

3.  L’on  fait  dans  cette  hypothèse  y 


mdy 


j  /+—  (. -(-/") 

A  .  «y 


g  im— »— 1 


n-J-i — m 


Je  suppose  la  formule  ~ 

/ (in-/")  y*-7' — "  1-4-y 

où  A ,  B  sont  des  constantes  à  déterminer.  En  réduisant  le 
second  membre  ,  j’ai  ~^r — - -  =  -A  f'A  ~4~-B^-  ;  donc, 

J  )  y+.-m^m)  y+i— 

par  l’identité  ,  A  =  1  ,  A  -4-  B  ==  o,  ou  B  =  —  1  ; 


îm—  n — 1 


i-f-y 


&  par  conséquent  -J-*  _ 

Si  tandis  que  m  <  n  ,  2  m  >  /z ,  nous  serons  parvenus  à 
n’avoir  plus  de  fonctions  de  yy  qui  multiplient  i-4-yM.  Mais  si 
2  m  <  n  ,  il  faudra  encore  décomposer  la  formule 


îm  —  n  —  1 


x-i-y 


n  -J*l — 2m 


(■+/•;  * 


4.  Pour  cela  je  fais  —  .  1  i  =  —-4. . +  — - 

“  J  y  4*1 —  2tn(i^ym)  y -4-1—211»  j 


1»— »  — » 


-hy 


m 


.  /  'j  •  x  1  A  — f— (A  — 4— B)  vm  « 

qui  étant  réduite  à  —v---. - -r  ==  ■■  v,,^ - rr,  la  con- 

dition  de  l’identité  nous  présente  encore 

A  =  î  ,  B  =  —  i  ,  qui  rend 


2m— « —  I 


tm—n—i 


n  ~t~i  —  2m 


i-Hy  y  i-i-y 

&  par  la  substitution  dans  la  première  formule  il  résulte 
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3 


i»+i-m^1+y»j  yi-fl-m  +  I  - 


2m 


T  l  T 

i-Hy 


Si  l’on  a  encore  3 m<n  y  par  le  même  raisonnement  & 
les  mêmes  substitutions  l’on  trouvera 


/+i  ->m; 


n+l  —7» 


n  +•  1  — im 


n-J*i  — }m 


«-{•i  —4m  •  •  * 


_ (î-H)m—  w  —  1 

+  — -  “f - ^ —  j  c’est  à  dire  qu’on  poursuivra  la 


— —  n-4-l  —qm 

y 


1  -H 


série  jusqu’à  ce  dernier  résidu ,  où  l’exposant  de  y  dans  le 
numérateur  dévient  une  quantité  positive  ,  ce  qui  a  lieu 
quand  le  multiple  <7-4-  t  de  m  rend  (g  - 4-  i)m  >  rz  — f—  I  9 
terme  auquel  on  doit  toujours  parvenir. 

5.  Cela  fait  &  revenant  à  la  valeur  de  (A) ,  l’on  aura 


f \\  1  m  _  mdy  _  mdy  ,  mdy  _  mdy 

'  '  ***  X  -f-  {  y»-H  —m  ^n+i-zni  y«+x—  Jm  v»  +  i-4m 

dy 


y  '  y 

— H 1  )m  — n  —1 


4-  mdy  T  'ü! _ 

—  yi*-i-4m  T 

Il  est  clair  ,  que  la  série  des  termes  qui  ont  des  déno¬ 
minateurs  monomes,  est  d’abord  intégrée ,  le  seul  terme  de 

..(«-H  ;m— ?»  -1^ 


difficile  intégration  est  la  dernière  formule  — 


l-i-y 


I-H> 


Je  fais  (  <7  -f-  1)  m  — n  —m  —  N,  &  elle  devient 
,  la  même  que  ci-après  pour  l’hypothèse  de  m>/z 


mym~^~ 1  dy 


en  changeant  N  en  n.  Voyons  donc  ce  qu’il  arrive  dans 
l’hypothèse  de  m  >  n. 
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Seconde  hypothèse  m>  n. 

4  n 

6.  Cette  supposition  dem>n  rend  (A)  ...  mym 

où  m — n — i  est  une  quantité  positive.  Mais  si  l’on  fait  at¬ 
tention  qu’en  changeant  le  signe  de  la  quantité  n  >  il  ré¬ 


n 

m 


suite  L Jll  =  üg.”*” — Ù ,  &  que  la  différence  de  valeur  dans 

I  — , — 7  ,  .  m  '  1 

i  i—t-y 

les  exposans  tous  deux  positifs  m  -h-  n  —  i,  m  — n —  x 

de  y ,  ne  peut  altérer  la  méthode  qu’on  doit  garder ,  à 

♦  « 

cause  que  cette  dernière  fraction  conserve  toujours  la  même 
forme  ,  &.  l’autre  la  conserve  dans  l’hypothèse  de  m>  n  , 
on  s’apercevra  facilement  qu’il  suffit  d’avoir  intégré  la  for- 


m 

m 


W  ;  7  ™  d  7 

mule  L~ 1  pour  que  — —  -  en  changeant  «  en  —  n  soit 

aussi  intégrée  5  dans  le  cas  que  m  >  n  ,  &  même  pour  qu’en 
changeant  n  en  —  N  l’on  ait  l’intégration  de  la  même  for¬ 


mule 


l 

i-t-ï 


,  dans  l’hypothèse  de  m  <  n  ?  toute  la 


difficulté  d’intégrer  celle-ci  consistant  dans  le  dernier 

_  m— N— I 7 

terme  +  - - —  de  sa  transformée.  C’est  pourquoi  sans 


VI  *  ‘ 

i  H-j 


n 

.  •—* 
m 


m’étendre  davantage  sur  la  formule  { je  vais  m’attacher 


uniquement  à  l’autre  L_£l ,  puisque  c’est  de  la  méthode  d’in¬ 
tégrer  cette  dernière  que  dépend  l’intégration  de  la  première. 
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n 

m 


Intégrer  la  formule  ? 

l-Hï. 


7.  Puisque 


?  dj 


ttsf- fB-Vv 


les  deux  hypo- 


H-?  H-/* 

thèses  de  fl  >  m  -, &  de  n  <m  se  présentent  d’abord  à  l’esprit. 

r  '  *■  4  •>  ..  # 

Première  hypothèse  n>  m. 

y  y  V'ÏS  -.-ît  i  .  > 

9îhî  :r*$:  *  — —  x  j  vio*  xf; 

Qu’on  développe  en  série  la  fraction 


my  dy  , 

-  )US£iu  au 


terme  ^  — i —  1 9  en  prenant  q  tel  que  qm-\~  1  devienne  un 
nombre  moindre  que  n  le  plus  proche  possible,  <$c  en  ajou¬ 
rant  ensuite  le  reste  on  aura 


my 


jn-J-n  —  1 


—  =  my"  xdy  —  myn~m~'dy  -f-  myn~2m~1dy 


i-hy 


— .  myn  “ ldy +  myn 


•—  m  q  m  — 


'dy  + 


my 


n  -  qm  — 1 


dy 


1-+-/ 


La  série  des  ternies  entiers  est  d’abord  intégrable,  com¬ 
me  l’on  sait  ;  le  terme  de  pénible  intégration  est  le  der- 

n*^qm  *—17 

qui,  en  faisant  n  —  qm  ~N,  se  change  en 


.  —  m  y 

mer  +  - - - 

i-hy 

+  Q;  &  nous  remarquerons  ici  que  n  —  qm  est  né- 

i-Kym 

cessairement  <  m ,  parce  que  de  n  j’ai  retranché  avec  qm 
tout  le  multiple  de  m  qu’il  m’a  été  possible  ;  donc  N  & 
l’exposant  N  —  1  de  cette  dernière  formule  sera  <  m . 

8.  Mais  si  /z < /72 ,  puisque,  comme  nous  avons  remarqué, 

w»-4*»—  1 


/ny 


*y 


M  “  I  J 

=  mf~'dy  —  md- — ~  ,  en  intégrant  l’on  aura 

c 
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C ■— -  =  —  —  f  ~ ^  const.  Dans  la  formule  af- 

J  i-r-î  «  J  X-Hym 

fectée  du  signe i J,  l’exposant  rc  —  i  de  y  est  plus  petit 


que  m.  Mais  dans  la  formule 


N  -  i 


my  dy 


i—h-y 


m 


du  n.°  7  nous  avons 


aussi  vu  que  N  —  1  <  m  ;  la  même  méthode  réglera  donc 

•  ‘U  *  v  V  .  ' ■.  \  \v 

l’intégration  des  deux  formules  ;  & 


■V.  .  i  i. 

«  —  i  j 

my  ay  f  *  /  , 

-* — étant  mtegree, 


x— i— y 


on  aura ,  en  changeant  n  en  N,  l’intégration  de 


t  ..... 


N  —  i  i 
my  dy 

,  .  m 

i-+-y 


.  Les 


n 

m  ,  * 


intégrations  de  la  formule  i-il  dans  toutes  les  hypothè¬ 
ses  ?  &  dans  les  deux  cas  pour  chacune ,  de  n  >  m  &  de 


n  <  m,  dépendent  donc  de  l’intégration  de  la  formule  — - 


l-+-y 


dans  la  seule  hypothèse  de  n  <  m  ;  ce  qui  fera  l’objet 
de  nos  recherches  actuelles.  Il  s’agit  donc  d’ 


Intégrer  la  formule 


mv*  ldy 
i-r-ym 


dans  V hypothèse  de  n  <  m. 


9.  Pour  l’intégration  de  cette  formule  je  remarque  avant 
tout  que  comm’elle  consiste  presqu’entièrement  dans  la  ré¬ 
solution  du  dénominateur  1  -J-yw  en  facteurs  binômes  &  tri¬ 
nômes  ,  ôc  dans  la  recherche  des  numérateurs  pour  la  décom¬ 
position  de  la  formule  en  autant  de  fractions  qui  aient  ces  fac¬ 
teurs  pour  dénominateurs  ,  il  faudra  premièrement  voir  com¬ 
bien  de  facteurs  binômes  ôc  trinômes  y  ont  lieu.  A  tel  effet 
on  doit  distinguer  les  deux  cas  de  m  pair  de  de  m  impair. 


■  '  '  ;  ? 
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Si  m  esr  pair  ,  Ton  conçoit  clairement  que  la  formule 

\  ^  «  f 

1  -+-  ym  n’a  aucun  diviseur  linéaire  &  que  par  conséquent  les 
facteurs  trinômes  seront  au  nombre  de  Sim  est  impair, 
1  ~\-ym  étant  toujours  divisible  par  1  -f-y,  on  aura  dans 

1  -q—  ce  facteur  binôme,  &  un  nombre  de  fac- 

j  ■  2 

i(* — 

teurs  trinômes  ;  il  est  aussi  connu  par  la  théorie  d’Euler  , 
que  les  racines  de  l’équation  ym  -f-  1  =  o  ,  étant  toutes 
imaginaires  dans  le  cas  de  m  pair  ,  &  n’y  en  ayant  qu’une 
réelle  dans  le  cas  de  m  impair  ,  tons  ces  trinômes  doivent 
être  représentés  par  la  formule  générale 


.  T  \  rv  Z"  '  ’ 

i  —  iy  cos.  -f -  y 2  ,  ou  er  est  la  circonférence  du  rayon 

.  *  -  -  w  -  s  -  —  i  -  ■  . •  . 

1  ,  r  tous  les  nombres  impairs  successivement  depuis 
1  jusqu’au  nombre  immédiatement  plus  petit  que  m  . 

nous  ajouterons  en  dernier  lieu  que  la  forme  de  la 

'  ’  .  v:  h 

fraction  binôme  esc  —  ,  ôc  celle  de  la  fraction  trinôme 

i  y  ' 

■ 

générale  - - - ,  &  que  la  première  difficulté  se 


4'  Qi 


r?r 

■2y  cos.- - \-yJ 

éLUl 


...  I 


réduit  à  trouver  les  valeurs  de  H,  A,  B  dont  celles  qui  ap¬ 
partiennent  à  A  ,  B  varieront  selon  les  différences  valeurs 
de  r  ;  examinons  maintenant  le 


T  ■>  '  5. 

)  .  .  1  1  •  -  H 


Premier  cas  de  m  pair. 


10.  Ce  cas  n’admettant  aucune  fraction  de  dénominateur 
binôme,  nous  aurons,  en  faisant  pour  à  présent  abstraction 
du  facteur  différentiel  dy  , 


s 
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\6 


my 


n  —  f 


% 


•K 


B'v 


-  2y  cos. 

■  zm 

A" -h-  B"y 


3*. 


I - 2yC03.  - 

J  imt 


\  * 

i - 2y  cos. - 1-  -y2 

J  2m  J 


'C'îtvih  '<?,*!  u* vt." 


,  <  *% 


A'" 


B'-'v 


■v 


■  I 


I  - 2y  COS.  (  m - i  )  —  H-  y* 

Je  fais  pour  abréger  ~  =  <p  ,  5c  j’ai 

i  —  xJcos.  — -4-y  —  i  —  iy  cos.  y  .  Je  suppose 
™y*~l  __  JP  __  _ p _  _  a-4-b^ 

I-f- _y  m  Q  (i 2ycos  <J>-4-.yzJ  S  i - 2y  cos 


R 

S  9 


ou  P  ,  R,  S,  Q  sont  nécessairement  des  fonctions  ration¬ 
nelles  &  entières  de  y,  S  le  produit  des  facteurs  restans 


de 


i  —  2ycos.  <?>-+-y2  ,  en  sorte  que  R  =  - 


S  (A  -t-  B y) 


- 2y  cos.  <p-f-y 


2  > 


&  puisque  R  est  fonction  rationnelle  entière,  P — S(A-i-By) 
sera  exactement  divisible  par  son  dénominateur.  Si  nous 
faisons  donc  ce  dénominateur  égal  à  zéro ,  P — S(A-f-By) 
deviendra  aussi  zéro  ;  mais  en  rendant  le  dénominateur  = 
à  zéro,  il  en  résulte  l’équation  i  —  iy  cos. <p  -f- y2  =  o  , 

qui  donne  y  ==  cos.  q>  +  sin.  ;  6c  par  les  règles  tri- 

gonométriques  y*  ==  cos,  2$  +  sin.  i<p  V—i  \ 

y?  =  cos.  3<p  +  sin.  3<p  j/—  i  ,  ou  généralement 
y  =  cos.  t<p  +  sin.  t<p  V—  i.  Donc,  dans  l’expression 

P  — S  (A-+-By)  en  substituant  à  y  ,  6c  à  ses  puissances  ces 
valeurs,  P  . —  S  (A  -f-  B  y)  deviendra  =  o.  Je  nomme 
<*  ?  i,  ce  que  deviennent  P,  S,  moyen- 
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f 

4 

uanc  les  substitutions  des  valeurs  de  y  ,  8c  puisque 
P  =  S  fA-f- By),  l’on  aura,  eu  égard  aux  deux  signes, 

*  r  r  '  .  ' 

ot  — j —  /3 }/ — i  =  (  5/  q —  ^  — i)  (Aq —  B  cos.  c p  q — •  B  sm.^ 

et  —  (iy'—i  — (  y  —  ^V—i)  (A-+-B  cos.  —  B  sin.<^  V^i) 
J’ajoute  ces  deux  équations,  ensuite  je  retranche  la  seconde 
de  la  première,  &  il  me  vient,  après  les  réductions  ; 

a  =  >A  -f-  >B  cos.  <p  —  «TB  sin.  p; 
f3  =  «TA  -h  SB  cos.  -q-  yB  sin.  q>. 
enfin  par  la  méthode  connue  des  éliminations ,  il  résultera 

uy-h-fiS'  cos  q>  eta fiy  ^  - 1  a.S' fi  y 

£z-\-yt  sin-  9  ^z-\-yï  y  ‘  sin.  »  ^z^.yz 

n.  Ayant  fait  (  N.°  préc.  )  S  =  - - - - ,  si  dans 

i - 2y  cos.  &  -i—yz 

ce  second  membre  je  substitue  à  y  sa  valeur  cos.p  +  sin.<pV~i, 
par  l’évanouissement  nécessaire  du  numérateur  8c  du  déno¬ 
minateur,  l’on  aura  S  =  Je  mets  à  la  place  de  ces  deux 
zéros  les  deux  infiniment  petits  du,  dy  pour  avoir 

S  =  -  = - - - r?  &  j’obtiens  l’équation  du — lyducos.y 

dy  i - zy  cos.ff  -+-y  4  J 

-4-  yzdu  —  Qdy.  Maintenant  je  différencie,  en  supposant  ces 
deux  différentielles  constantes,  comme  elles  le  doivent  être, 
puisqu’étant  zéro,  elles  n’ont  aucune  différence;  8c  il  résulte 
—  xdy  du  cos.  <p  'lydydu  —  dQ_dy ,  qui  me  donne 

~==  S  =  — - — - . .  En  appelant  donc  E  +  Fj/^T,  ce  que 

devient  par  la  substitution  en  é/Q  de  la  valeur  ordinaire  de 

y  après  la  différenciation;  à  cause  que  l’on  a  y. —  cos.  q> 

E  +  F  y'  ZZT7 

=  4-  sin,  <p  jA-i  nous  aurons  S  =  - — : - 7=.  Si  nous  nous 

—  ^  +.2  sin  <f>  y 

rappelons  que  pour  la  même  hypothèse  nous  avons  fait 
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S  ==  y  +  <T  >/—  1 5  il  se  présentera  d’abord  les  deux  équations 

2>sin.  <p  V-i  —  if  sin.  <p  =  E  F  V~i 

-  * 

• —  2>sin.  (D  T/—Î  —  2«^  sin.  (p  =  E  —  F  V -^î ,  d’où  l’on 

^  _ p  p 

tire  facilement  =  — : —  :  v  =  — : — .  Nous  substituerons 

2  sin.  ç  *  2  sin  f 

enfin  ces  valeurs  à  celles  de  A?&B  (n.°io)  &  il  en  résultera 
ces  nouvelles  formules 

A  - 2  sin. fl  (  £E - etïï) - 2  cos  t  (ttE  -4-  jSF  )  -p  2  - 4- j8r) 

A_  E* i 2  -4-  F2  >  ^  _  E2  F2 

12.  Four  notre  cas  nous  avons 


T?~my*  '=m  (cos.  (/z—  i)  <p  ±  sin.(/2— i)<p  V—i):  donc 
a  —  m  cos.  (  tz  —  i)  <p ,  m  sin.  (zz — i)  <p.  De  plus 

Q=I_f.y”,&  ' 

.  =  mym  1  =  m  cos.  (rn — . i) <p  +  m  \/—i.  sin.  (02 — t)  <p, 

De-là  E  =  mcos.  (m  —  i)cp?  F  =  m  sin. (jn — i)<p, 

8c  par  conséquent 

•  .  '  •  *.  '  •  ■  i  ' 

0E — ctF=/72  2(sin.(n~i)(p  cos.(/7z—  i)<p —  sin. (^2—  i)<pcos.(,2— 1)$) 
—  — m2s\n.  (m—n)<p; 

<tE  -f-/SF  =  772  2  (cos.  (m—i)<p  cos.  (n—  1)  <V 

-F-  sin.(/7z— 1)9  sin.(/2— i)<p)  =  m2co$.{m~n)Q  ;  E2-q~F2=m2  ; 


,,  .  *  2771*  sin  Q  «În  (ni - -l'i  fl  - 2W2  COS.  0  COS.  (m  - - n'  a 

I  on  aura  donc  A=  - - - - — — - — - - 


m 


ou  bien  A= — cos.  (/tz —  rz  — | —  1  )  cp  *  B=2cos.  (ttz — n)  $  ; 
8c  la  fraction  générale  du  trinôme 

,  -  .  1  •  •  »  « 

A-!—  By  —  2  cos.  (rti - -f -2y  cos.  (m A'  9 

1  — — 2y  eus.  ® -Hy  2  I - 2_y  cos.  -f- y2 

- 2  cos.  (m  - - -  a -i—  1)  1—  -i—  2 y  cos.  (m - n )  léT 

_  2  m  2  m 

r  T  ,  2 

i - 2^  cos _ -\- y 

2  m 

C’est  pourquoi  en  donnant  successivement  à  r  les  valeurs 
i?  3  ,  ....  772  • —  i  ,  &  reprenant  l’équation 
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S4 

i  9 


« — 1  j 

my  dy 


- — -  =  myM — 1  dy  — 

'-+-1  J  J  l+y” 


5  Par  ta  décomposition  qu’on  a 


trouvée  du  dernier  terme  du  second  nombre  ,  l’on  fera  , 
m  étant  pair  .  . 

7^dj  „_r,  2C0S.(m  «-+-0  ~2‘dy - 2C0s.(m - n)dL.ydy 

— -  —  my  dy  H - - - LU _ _ _ 2  rri 

1  ^  i — z y  cos.  ~ — h- v2 

2  m  J 


2  cos.  (m - n  -h-i)  —  .  dy - 2  cos.  (  m - n )  L5  .  ydv 

2m  2  m  J  J 


2  cos.  ( m 


2m 

2  rr  ± 

I - 2y  cos.  2. —  — y 

2  m 

-n-t-i)  15  .  dy - 2  cos.  (m - n )  15  .  ydy 

2  m  2  m 


<  -r  2 

•  2y  COS.  2_  -f -y  2 

2  m 


zcos.(m - n-4-i)  (m - 0  ày - 2  cos.  (m - n)  (m - 1)  5_  .  ydy 


2  m 


2y  cos.  (i 


m  • 


■o 


Second  Cas  :  m  impair . 

13.  Si  m  est  impair,  l’expression  des  termes  trinômes  est 

_  * 

la  même  que  la  précédente  avec  la  seule  différence  qu’au 
lieu  que  dans  celle-là  r  en  prenant  les  valeurs'  i,  3,  ^ ,  &c* 
arrive  successivement  jusqu’à  m  —  1 ,  dans  celle-ci  r  doit 
arriver  jusqu’à  m  —  2,  comme  il  est  évident;  mais  dans  ce 
cas  de  m  impair,  nous  avons  vu  qu’il  y  entre  encore  le  ter- 

me  du  dénominateur  binôme  • ,  que  l’on  multiplie  par  dy. 

Il  faut  donc  déterminer  le  symbole  H ,  ce  que  nous  ferons 
de  la  manière  suivante.  Faisant  pour  plus  grande  généralité 


m  y 


U-t-gyj s 


my"  1  P  •  r  •  P  H 

=  — - - =  — ,  I  on  peut  aussi  taire  —  =  - - 

i-hj”  Q 7  r  ■  Q  f-r-gy 


R 

s’ 


4 
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où  S  esc  le  produit  de  tous  les  trinômes,  &  vaut  l’équation 
Q  =  (/H-gy)S.  Donc 


H 


-f-  d’où  l’on  tire  R  = 


P — HS 

f-+-gy  5 


U-i~ëy)s  f-*-gy  '  s 

6c  puisque  R  est  une  formule  entière  ,  P  —  HS  sera 

exactement  divisible  par  f  -H  g  y  ;  c’est  pourquoi,  si 
nous  supposons  f- f-  gy  —  o ,  ou  y  =  —  f,  cette  valeur  étant 
substituée  en  P — HS,  nous  aurons  P — HS  =  o,  c’est-à-dire 
H  =  |  =  P  :  si  dans  la  formule  -,  nous  mettons 

y  —  — mais  Q  contenant  /-q-gy,  la  fraction  susdite  de¬ 
vient  =  5.  Il  faut  donc  avoir  recours  au  calcul  différentiel 

/ 

pour  avoir  la  valeur  de  •  Je  fais  H  =  l  =  rend 

il  =  ou  bien  Q  du  =  Vdy  ( f-hgy ):  &  en  diffé¬ 

renciant  dans  la  supposition  de  du ,  dy  constantes  ; 
dQdu  =  dPdy  (/-I-  gy )  H-  gPdy2. 


De-là  ^  —  1  =  H  =  '~°Frf/'  >  ou  >  PuisqHe 

y*  -4—  gy  =  o  H  =  y  lorsque  dans  P,  6c  dans 


/? 

/  * 


dQ,  après  avoir  différencié  Q,  l’on  aura  tait  y  =  - 
Or  nous  avons  V=myn~\  Q=i-f-ym,  6c  parce  qu  Q  f-hgy 

=  i-f-y  ?  /=i ,  g=i,  —  =  On  a  donc  moyennant 


w  —  I 


les  substitutions  H  =  =  yn  m  =( — *1)”  “=  - 


■0"  . 


y-  -  ~  (—0* 

6c  m  étant  impair,  H  =  —  ( — 1)”,  6c  la  fraction  binôme 


H 


y 


(—  t)H 
1  -\-y 


S 
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14.  Je  joins  ici  les  deux  séries  qui  représentent  la  va- 

n 

m  ,  ^ 

leur  de  L-JL  dans  les  deux  diflérens  cas  de  m  pair,  8c  de 
m  impair  ,  8c  ce  sont 


m  pair . 


i.,s  L-2  = 

i-t-j  J 


2C0s/m  — —  c/y  — —  2Cos. Cm  — — n)—  yiy 

y2  m  y  v  ,  m  y 


‘T  2 

I - 2V  COS. - H-  V 

'  2m  J 


2  cos.  (m  - - n  H-  i)  —  .  c/y - 2  cos.(m  - n)  .  yc/y 

2iïi  ;  v  2m  J 


3*  ,  2 

I  — 

—  2y  cos.  —  -H  y 
y  2  m  ^ 

2  cos.  (m  — —  n  -+-  i  ) 

—  a  y - ■  2  cos.  Cm  — 

2  m  J  v 

\^'!r  j 
—  n)  — .ydy 

2  m  J  J 

i  — 

■)  ST  2 

— 2ycos.  - —  -f-  y 

2m  J 

rj[  tjp 

2 cos  (m - n- f-i)  (m — 1)  — .c/y - 2cos.(m - n)  (m - r) — .yc/y 

2m  2 m  J  J 

1  ——y  cos.  Cm  —  x)  —  -H  y  2 
^  v  2  m  J 


m  impair, 

» 


I-H? 


=  myn  ~  ldy  -4 


( — i)  ndy 

i — 1 — _y 


2C0S  (m - n+i)  —  .  c/y - 2COS.  (m - n)  —  .  ydy 

v  ' 2m  !  ' 2m  J 


— 


CT"  2 

i - 2ycos.  —  —H  y 

J  2  m  J 


-4- 


2  COS.  ( 


m 


O  H  %  —  2C0S-  (”  —  ")  ü  •  ^ 


3  T 


2  m 


3  TT  2 

■2ycos.  —  -i- y 


C 
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2C0S.  (m 


N  5  *■  ,  , 

I  )  - —  .  a  y - 2  cos.  (m 

2  m  J  ^ 


n  5*"  t 

■  «)  • —  •  ydy 

2  m  J  J 


<2 y  cos. 


VL 

2m 


icos.  (/n  n  -+-  0  (m  - 2)  —  dy - 2C0S.  (m - n)  Cm - 2)  —  .  ydy 

2/n  J  2  m  J  J 


TT 


rrr 
2  m 


I  -  2V  COS.(/7I  -  2)  —  -4-  Y2 

y  2/n  y 

15.  Mais  on  peut  rendre  ces  expressions  encore  plus 
simples  en  réfléchissant  qu’en  général 

cos.  (m  —  n  -f-  1)  —  —  cos.  —  —  (az  —  i  ) 

v  ✓  2/72  2  V  / 

/TT  /■  \  7TT  •  /TT  .  ,  x  /"TT 

=  cos.  cos.  (n — i  )  — -  H- sin.  —  sin.  (n  —  i  )  — 

2  '  2  m  ‘  2  v  -'2/71 

—  —  cos.  (11 — -i)^,  parce  que  r  devant  être  nombre  im¬ 
pair,  on  aura  pour  toute  valeur  de  r ,  cos. =?. — i  , 
sin.  ^  =  o.  Nous  prouverons  de  fa  même  manière  que 

(v  t ,/T  rn*7T  a  «  •  •  r» 

m  — n)  -—  =  —  cos.  —  ;  oc  ces  substitutions  feront 

'  2  Tri  (fl 

changer  les  équations  Ie  &  V  dans  les  suivantes. 


n 
•— « 
m 


7  dj 

me  «  t  1  J, . 

3.  —  =  my  dy 


m  pair. 

\  t  ^  ^  * 

2COS.  (n - 1)  —  .c/y-i-2COS.  —  .  yay 

2 m  J  2m  J  J 

tt  2 

i - 2ycûs. - t-y 

y  2/n  y 


7  -TT  7  /2  TT  <  TT  C  /] 

2C0S  An - 1)  «/y-f-acos.  — -  -yzfy  2C0S.(n - 1)  - —  .  //y-4-2CO$.  — -  .  ydy 

K  2  m  J  2/n  J  1  zm  J  2 ni  J  J 


x - -  2 y  cos.  —  .  ay 

'  2  m  J 


«jtt  2 

I - 2y  cos.  —  -}~y 

^  zm  * 


TT 


2C0S.  (n- - 1)  (m - 1)  —  .  dy  -+-  2COS.  (m 

v  2m  J 


/ITT 

0  TZ'yÿ 


2  m 


•  2y  cos.  ( m - .)-  ■+•  / 
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11 

m 


4“  brr  =  my'-'dy 


m  impair . 

(—,)*  j, 


t 


i  -+-y 
riT 


2  cos.  (n -  l)  —  .  dy  -+-  2  cos.  — -  .y dy 

2m  J  2m  J 


2y 


cos. 


T 

2  m 


2C0S.(  n— — - 


.  1  t  ,  .  ■  \nrr  . 

l)  —  .  <?y-+-2Cos.  - —  .  ydy 
2  m  2m  J  J 


f  \Ï'r  J  .  1r,^r  T 

2C os  fn — IJ  —  •  tfy-4-2Cos.  - —  y dr 
2m  J  2m  J  J 


3  * 

1  - 2y  cos.  —  -+-  y 

J  2m  J 


2 


5<r 

I - -  2y  cos.  - - H 

J  2m 


y 


2 


2  cos.  (77 


rr 


1)  (m  - 2)  —  dy  -+-  2C0S.  ( m  ■ 


n  rr 


i  - 2y  cos.  (m - 2)  —  -hy2 


1 6.  Maintenant  il  nous  reste  à  préparer  les  formules  pour 
l’intégration ,  ce  que  nous  ferons  en  remarquant  que 


/  \  r  rr 

cos.  (n— 0- 


cos 


•  ( 


nrrr 

2m 


1T 


2/71 


)/i'rr  vr 

—  COS.  —  .  cos. 


2m 


2m 


•4-sin.  —  sin.  — .  En  mettant  donc  successivement 

1  ?  3  ,  <5  ....  [  %  1  à  la  place  de  r  ,  6e  en  substituant 

les  valeurs  qui  résultent  dans  les  équations  3e  5  4e  ,  &  en 
les  disposant  convenablement  nous  obtiendrons 

m  pair. 


»e  [ü 

i~i~ï 


=my"~  ’  dy + cos.  ~ , 


î_y/7y  ■ 


T  j 

•  2Cos  —  .  a  y 

2/77  J 


.  rrw  .  t  , 
2  sm.  — -sin. —  .  <îy 


2  -77 


2  771 


rr 

-2  y  cos.  — 
J  2  m 


„  ÎT  ,  2 

-2VC0S.—  -f  y 
2  771  v 


\ 


\ 
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COS. 


3J7T 

2m 


zydy - 2C0S.  ^  .  dy 


2  m 


7  rr 

-2ycos.  - — 
2m 


7  nrr  .  7  rr  , 

2  310.  4—  sin.  —  d y 
2m  2m 

3  rr  .  , 

i  - 2y  cos.  2 - f.y* l 2 

2  ni 


J  -  5 'T  J  •  S/îT  •  S  T  I 

2yrfy - 2cos,  - — .rfy  2  gin-  -  sin.  4 — .rfy 

5^  2m  J  2m  2  m 


•"■J —  COS. 


2m  • 


5  TT 

1 2y cos  - - H  i 

2/71 


5  T  2 

^ cos>  k  +> 


,  x  2yrfy— — '2C0S.(m - 1)— .rfy  2sin.  (m - i)  —  sin  (m - i)  —  .  rfy 

ccs.(m — i)  —  _  2m  2m 

x  '2m' 


iy  cos.  (/n - i)  —  -f.  i  i - aycos.  (m - x)  —  4-  y1 

*  <  2  ■  7  •  a  7n 


2  m 


m  impair . 


6.™  Cii 

l— 


my'-'dyi- ( 


2yrfy - 2cos.  • .  rfy 

cos.  ^  2" 

2  m 


z  T  , 

y  - 2y  COS.  - -  Tl 


2  m 


nrr  .  rr  , 
2  sin.  — sin.  — -  .rfy 
2  m  2  m 


rr  2 

l - 2ycos. - {-y 

2  m 


COS. 


3  nrr 
2  m 


i  3  rr  ,  .  3?it  .  3  t  , 

2y  rfy - -2  cos.  L_,  rfy  4  Sin.  4 —  sin.  rfy 


2  m 


2/71 


cos.  2^  . 

2/R 


q  rr 

’2y  cos.  ^ —  4-1 

2/R 

3  T 

I - 2VC0S.  - — 

^  2  m 

5*  j 
•2Cos.  —  .  rfy 

2  m  ^ 

5  //T  . 

2  sin.  4 —  sm 
2m 

2  m 


t  5  ^ 

J»  - aycos.  — 


2/R 


ST  z 

I  — 2ycos.  - - H  y 

y  2m  J 


rr 


/  \HÏ 

COS.  (>7Z - 1)  —  . 

x-  'zm 


2ydy - 2Cos.(m - 2)  —  .rfy 


.  -.nrr  .  .  t  . 

2Sin,(m - 2) — sin.f/n - 2)  — .rfy 

2  m  y  'y  m  ^ 


2  m 


i - 2  cos.  (m - a)j^-*-i  1 - aycos.  (m - a)  ^  H-y  a 


2  7» 
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Dans  ces  équations  les  formules  multipliées  par  les  cos. 
sont  évidemment  des  différentielles  logarithmiques,  &  cel¬ 
les  qui  sont  multipliées  par  les  sinus  appartiennent  aux 
différentielles  des  arcs  circulaires.  Je  me  propose  donc  d’in¬ 


tégrer  la  formule  générique 


nm  .  rsr  , 
2  sin.  —  sin.  —  .dy 
2  m  2  ni  J 


x  y 


nr 

-2V  COS. - h  y 

J  2  m  J 


-  ,  &  à  cet  effet 

2  * 


en  supposant  pour  plus  grande  commodité  ~  =  <P  pour  avoir 

-  '  ** 

t  r  1  \  •  '  2  sin  /î®  sfn.  «  .dy  •  r  . 

la  formule  a  intégrer  — — - ,  le  fais 

1  - 2y  cos  Ç  -+-y 

/  ,  T*  ■'»  ^  .  r  .  ^  J  ^  ■> 

y  —  i  cos.  cp  =  u  sin.tp  ,  qui  donne  dy  =  du  sin.(p  ; 

y- — iycos.^H-.i=TM2(sin.Ç)ï7t-ï — (cos.<p)2=(siq.<p)*(irHO  , 

&.  conséquemment- 


2sin.  ripsin  $  .  dy  2  sin.  n  <p  (  sin.çQVu  . 


du 


I  2y  cos.  <ç  — l—  jr 

D’où  en  intégrant,  l’on  aura 


=  asm.  n<p 

(sin.«p)  (1— 1~ u  J  ^  I— f— u 


asin  n<p  sin  <p  .  dy 
- xy  cos.<f>  -+*  yz 


=  2sin.rc<p  .  arc.  tang. 


2  sin.  ti  <p.  arc.  tang.  u 

y - cos  cp 

sin  $ 


==  2sin. 


nrrr 

2m 


arc.  tang. 


rrr 


cos. 


2  m 


sin. 


l'T 

2  m 


17.  Après  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  ,  l’on  voit 
de  quelle  manière  l’on  peut  passer  tout  de  suite  à  l’inté¬ 
gration  des  formules  ^  ,  6e .  En  distinguant  donc  les  deux 

cas,  l’on  aura 
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m  pair . 


u_ 

m 


f ’Zéi 

J  i-hi 


my 

n 


-4- cos.  55  log.(j* — 2jcos.  Z  4-1)— isin.  55 .  arc.  tang 


-j—  cos.  H5  I og. (y1- — 2 je o s .  15  4-1)— -2sin.  115.  arc. rang 


T 

y - cos  — 

2m 

'TT 

sin.  — 


2  m 


y - cos 


2m 


sin. 


3^ 


2m 

y— —  cos.  — 

-J—  cos.  H5  log.(y2 — 2ycos.  H4-1)— 2sin.  H5  .  arc. tang _ — 

2m  u  x*v  ^  2//1  y  2m  0  .  s  tt 

sin  — 

2P1 


cos.  (m — 1)~  log.  (y*— zycos.(m  —  i)  ^  -f-  i) 


r  î  ’  •  • 

— 2sin.(/7z — 1)  Zt  are. tang 

'  i/72 


> — cos  O — 0  — 

2  m 


sin/fli—  1)  — 
v  '  2  m 


const. 


J  i-+-j 


m  impair . 

Ÿ  -+-(-!)”  log.  (>-+-y) 


cos.  —  log.  (y2 — 2ycos.  —  -4-1) — 2  sin.  — arc.  tang. 

2m  °  v-*  ^  2  m  7  2/n  ° 


cos. 


2  m 


Sin. 


T 

2  m 


«4- cos. HT  log.  (y2 — 2y  cos.  1^-4- 1) — 2  sin.  —  arc.  tang. 


cos,~  log.  (}'2 — 23/  cos.  154-i) — 2  sin.  —arc.  tang. 


y - cos 


15 

2  m 


.  2  'TT 

sm. — 
2  /n 


y - cos.  4— 

2  m 


sin 


L5 

2  m 


PAR  M.  MALFATTï 


l9 


cos.  (m—1)  ~  log.  (y2 —  ly  cos.  (/»  —  2)  ~  n-  i) 


2  m 


,  \  T 

y - cos.  (m - 2)  — 


2  sin.  (jn — 2)  ^ .  arc.  tang 


2  /n 


sin.  ( m - 2) 


2  m 


consr. 


18.  Pour  en  venir  à  une  hypothèse  qui  nous  soie  de  quel- 


qu’avantage ,  nous  supposerons  que 


,  fùi 

J  I  -i—  7 


doive  être  pris  de 


manière  qu’en  faisant  {  =  0,  le  tout  soit  zéro,  de  qu’après 
l’intégration  {  devienne  1.  Puisque  nous  avons  fait  {  =  yw 
ces  conditions  pour  {  seront  les  mêmes  pour  y.  Or  pour 
la  première  condition  ayant  fait  y  — o  ,  le  terme  algébrique 
s’évanouit  dans  les  deux  intégrations  ,  &  tous  les  termes 
logarithmiques  disparoissent ,  excepté  ceux  qui  appartien¬ 
nent  aux  arcs  circulaires  pour  lesquels  seuls  la  constante 
a  lieu.  En  représentant  donc  l’arc  générique  avec  la  formule 


•cos. 


r  t 


2  sin.  —.arc.  tang. 

2/n 


2  sin.  np.  arc.  tang. 


2/n 


sin. 


r-T 


ou  bien 


2  m 
cos.  9 


sin.  9 


pour  satisfaire  à  la  première  condition,  l’on  voit  que  la 
formule  doit  se  changer  dans  cette  autre 

y - cos.  9 


2sin./z<p  (arc.  tang. 


sin. 9 


arc 


cn$,  *  x 

tans-  —  — ;  )  • 


Maintenant  j’admets  la  2e  condition  de  y  =  1 ,  de  en  géné¬ 
ral  il  résulte  l’intégrale 


s. 
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•  j  f  r  »  I -  COS  ®  •  *  COS*®  V 

2  sin.  n<p  (arc  tang.  — ^  arc  rang. — 

sss  i  sin./?<p.  arc.  tang,~~—^—  ,par  les  théorèmes  des  tangentes 


A 


Sur  le  rayon  AC  =  i  du  cercle  ADE  ,  je  prends 
CB  =  cos.  <p  ,  &  le  sinus  BD  ==  sin.  qui  lui  est  normal. 
'Je  tire  par  A  &  D  la  corde  AD,  qui  étant  prolongée  ren¬ 
contre  au  point  O  la  ligne  CO  perpendiculaire  à  AC. 
Enfin  du  centre  C,  ôc  de  l’extrémité  du  diamètre  E  je  tire 
les  droites  CD  ,  ED. 

J’aurai  AB:BD::AC:CO,  c’est-à-dire  i—  cos.  $  :  sin.  <p 
::  i  :  CO  =  -  ■  ^ — .  Mais  CO  est  tangente  de  l’angle 

C  AO  =  ADE  —  AED  =  90°—^=  ?  _  ? ,  en  changeant 

les  angles  en  arcs.  Donc  l’arc  général  ==  ï  —  ï ,  &  l’inté- 

.  /  ,  ,  •  /T  <î\  •  nr^r  fr  r  rr  >. 

grale  generale  =  2  sin. rnp  (-  —  -)=2sm.—  ) 

=  —  sin.  —  (m — r).  Donnons  à  r  les  valeurs  successives 

de  1 ,  3 ,  5  ....  [  ™nZ\  5  &  en  les  employant  pour  les  2  inté¬ 
grales  du  n.°  17  j  après  avoir  fait  y  =  1  nous*  aurons 


r rdj__m 

i— (-(  n 
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2 1 

m  pair . 

- -f-  COS.  —  log.(l- 

/*  2  m  u  s 

— 2  COS.  — 

2  m  • 

)-  -( 
2m 

'ni — x)  sin.  — 

7  2m 

COS.— log.(2— 2  COS.— 

)-£( 

m —  3)  sin.  — 

2m 

\ 

.  5n,ri  / 

-,_cos-^-log-(1- 

<,  TT  ■ 

-1  cos-  rm . 

)  —  -( 
*  2  m\ 

\  *  'Y*'* 

m  —  <)  sin.  - — - 

1 7  2rn 

H—  •  . 

•  • 

9 

.  •  ■ 

-f-  cos.  {m  —  i) 

Mlog-  (x 

— *2  COS 

.  (m — i)  —  ) 
v  7  2  m  J 

—  .  x  .  sin.  (tn  — i)  U  . 

a  m  '  /  O  rr. 


2  m 


2  m 


/ 


m  impair . 

=  -n  +(—  I  )’  log.2+  cos.  îï  /.  (i—  2  cos.  1  )—  r  (m_  J  )  sin.  ” 

1  *  l  n  2m  ^  zmy  îmx  7  a 

’i.n'T .  /■  3  T\ 

+ C0S*^ lo&-  (2 — 2  cos-  w 
+  cos-  I^-log.  (>— *  cos.  -) 


-  i(m-3)sinÆ 

—  ^(«-Osin. 


'T 
2  n 


5  «T 
21 Tl 


+ 


+  cos.  (m—  i)-  log.(i— 2  cos.(m — a)  -)—  ^  z sin. (m-z) ^ 

Les  derniers  termes  des  rangs  horizontaux  forment  les 
deux  séries  suivantes. 


m  pair . 

I-  *—  r^CC'72 — T)  sin-L^-^-(^— 3) sin.  — -|-(A7z^5)sin.  ...9 


/  \  \  •  ^  v? 

(  m  —  (ir-ij  )  sin.  (zr— i)  - 

d 


•  X  v  n  rr^ 

-i-I.Sin.  (tfZ 1)  —j  . 


•  t  • 
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m  impair . 

a.'-  -  ((m— i)sin.  -  3)  sm.  — 

-t-  (m  —5)  sm.  ....  -+-  (m  —  (îf-i)  )  sm.  (u-i)  —  .... 

-4- 1  sm.  O  —  ^  ; 

•  *  *  .  •  9  t 

Où  (m — 2Ê-1-TJ  sïn.fit  —  1}  représente  le  terme  géné¬ 
ral  des  deux  séries;  &c  i.sin.(/7z — i)  2sin.(/72 — 2)  en 
sont  les  derniers  termes.  Maintenant  cherchons-en  la  som¬ 
me  en  faisant  abstraction  du  coefficient  —  —  . 

2  m 

19.  Pour  sommer  ces  séries  du  même  terme  général 
( — 2f-f-m-f-i)  sin.  (zt — 1)  ayant  fait  pour  plus  grande 

commodité  ^  =  6  ?  je  suppose  que  la  somme  est 

(at  — j—  h)  sm.  f2£  —J — i  )  0  -H —  (et  -4—  d)  cos.  ( ht  — J — 1  )  0  -4—  const# 

A  la  place  de  t  je. mets  t —  1,  &  il  résulte 

(at — a-\-b)  sin.(2r — 1  )0  -4-(cf — c-{-d)  cos.(zt — 1  )0  -+-  const.  ; 

la  didérence  de  ces  deux  formules  sera  donc  égale  au  terme 

général  ( —  zt  -4-  m  -t-i)  sin.  ( 2 1 — 1  )  0  : 

mais  sin.(2M-i)  0=  sin.(2r — 1 -4-2)0  =  sin.(2r — 1)0  cos.  20 

- { -  cos.(2£ — 1)  0  sin.  20  ; 

&  de  plus  cos.  (2 1  -4-1)  0  =  cos.  (2f  —  1  H-i)  0 
=  cos.(2r — 1)  0  cos.  20  —  sin.  (2 1 — 1)  0  sin.  20 .  Donc  en 
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substituant  ces  valeurs  dans  la  première  formule,  &  en 
retranchant  ensuite  la  seconde  ,  on  aura  cette  équation 

(Va  cos. 26— csin.20— a)  /-+■  b  cos. 26— d sin.^Ô— i— a— b)  sin. (2*— -1)0 

i)sin.(2f— i)0 

q.((asin.2Ô  -f  c  cos. 20— c)  t-t-bsiu.dl-{-d  cos. 20~-Hc— d)cos.(2f—  l)0 
De-là  les  4  équations  suivantes. 

Ie  a  cos.  26  —  c  sin.  20  —  a  =  —  2 
2e  a  sin.  20  c  cos.  20  —  c  =  o 


3e  b  cos.  20  —  d  sin.  20  +  ^ — b  —  m-\- 1 
4e  Æ  sin.  2 Q  d  cos.  20  -4-  c  —  d—  o. 

De  la  résolution  des  deux  premières  on  tire 

sin. 20 


C  =1  ,  C  = 

.  w*  ••  A  -  * 


I - COS.20 

—  -  *  *  »  *  ■ 

I  COS  2  0 


;  &  de  celle  des  deux  dernières 


.  J  =  — 


(m - 1)  sin  20 


2  2(1 - COS.20)’  2(1 - COS.20) 

Donc  la  somme  cherchée  sera 

COS.20 


0“ 


m 

2 


-)  sin.  ( 


2 1 


2(1— H COS.20) 

^2fsin  20 - (m— — Osin  20)  cos.  (âf-J-i)  0 


i)6 


const. 


2(1 Ce  S. 20 ) 

Ensuite  nous  déterminerons  la  constante  par  la  condition 
qu’ayant  fait  t  =  i  ,  cette  somme  doit  etre  (m— *i)  sin.  0, 

&  nous  aurons  I  équation  (i  — -  —  —  ;(I _ cos:if))  sin’  3  9 


2  sin .  20 - (tj  — i)sin,20 


cos.  30  -f-  const.  =  (m  — .  i)  sin.  0  ; 


-COS  20 


m 

2ïlQ  0 


yy* 


.q 


2(^1 Cüa.  20 J 

c’est  pourquoi  par  les  théorèmes  trigonométriques  nous 

w;sin  0 


obtiendrons  const.  = 
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Cette  somme  va  jusqu’au  terme -général  ;  mais  comme 
dans  nos  deux  suites  les  derniers  termes  ont  pour  coeffi¬ 
cient  i  ,  i  j  on  aura  les  sommes  jusqu’à  ces  derniers  ter¬ 
mes  en  faisant  — zt  -f-  ni  -f-  i  —  i  ?  &  =  2,  c’est-à-dire 


it  =  ni ,  &c  —  m 


d’où  en  substituant  ni  à  it  on 


obtiendra  la  somme  pour  le  cas  de 


m  pair 


I-4-COS.Î0 


•  /  .  \a  .  sin.20  /  x  tn 

- j-.  sin.(uz-f-i)0H-  -7 — — : — û\cos.(uz-{-i)Uh — — , . 

cos  2O)  v  '  /  1  2(1— —cos. 10)  v  1  /  ^^2sin.ô 

Nous  remarquerons  ici  que  sin.(uz  -{-  1)  Ô  =  sin,m  0cos.  0 


K1 


cos. <720  sin.  0  ==sin.  —  cos.0-f-cos.  —  sin.  0  =cos.  —  sin.0, 

parce  que  quelque  soit  n ,  on  a  toujours  sin/-^  =  o.  De  même 

cos.  (/72-f-i)0=  cos.u20  cos.  0  —  sin.m0  sin. 0  =  cos.  —cos. 9 

2 

• —  sin.  —  sin.  0  =  cos.  —  cos.  0.  Donc  cette  somme  de- 
2  2 

viendra  =  cos.  —  ( ~8Î" — sin-8cos  9J  -a-  -2_ 

2  2(l - COS. 20)  2sill.ô 


=  COS.  nJI  .  - Sin  0  -4-  sin  0 


2(l  - COS.20) 


m 

2sin.0 


m 

asin  0 


m 


asin. 


n  tt 
2  m 


Pour  le  cas  de  m  impair  à  la  place  de  it  on  doit  met¬ 
tre  m — 1  j  &  la  somme  devient 


m  impair . 


2-f_cosi0  .  a  m 
"“Vi-cus  .ftSin.wO  -ffirTTâ  — 


TT) 

isin.0 


m 


asm. 


n  W 
2  m 


>  par  la  rai¬ 


son  que  sin.m0  =  sin.  ~  =  c.  C’est  pourquoi  dans  les  deux 
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cas  de  m  pair ,  &  de  m  impair  ,  la  somme  de  chacune 
des  deux  séries  n’est  que  — 5  &  en  multipliant  par 


2  SID. 


2  m 


«•If 


le  coefficient  —  JL ,  l’intégrale  des  termes  appartenans  aux 
sinus  dans  les  séries  du  n.°  18  sera  dans  les  deux  cas 


rr 


4S1D. 


n  w 
2  ni 


20.  Abrégeons  encore  davantage  l’expression  générale 
log.  (z — icos.  !Z)  .  Puisque 

i — cos.(p  =  z  —  2 (cos.  =  i(sin.  ,  nous  aurons 

/  „  .  T  '  v  '  )  l  i  ;  i  /  1  a  .  J  ■  •  .  •-  •  > 

log.(z — 2coSi<p)=log.4(sin.^)  =2log.2sin.^=ilog.zsin  —  . 

Donc  en  donnant  à  r  ses  valeurs  successives  ordinaires  &c 
en  substituant  le  tout  dans  les  intégrations  du  n° 18  5  l’on  a 


m  pair 


ftli 


iJî  =  ~  -4-  2cos.— log.  2sin.  JL 

,  n  '  2m  o  Àm 


4  m 


<  t»  vc/i  <  •  7» 

2  cos.  V"  log.  2sin.—  -f-  2cos.  4—  log.  2sm.  — 

r  2  m  O  4  m  1  2in  o  A.m 


jnrr 


<,rr 


4m 


2Cos.  (n — 1)  log.2sin.(m — i)^ - - 


'T 


2  »»  .  n  <7T 

4Sin.  — 
r  S  /7J 

:  ’ .  c  rr  i  -sn 


m  impair 


•/  I  — 


- -f-( — iY*log,2--f-:2Cos.~  log.  2sin.  JL 
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' inrr ■  «  •  3  5n^r  i  _  _  •  <5,r 

-t-2COS  log.  2Sin.  i-m  -+-  2C0S.  - - 


z  ni 


log.  «in.  £ 


-+-2C0S.(m— 2;^log.2sin.(m— 2)^ 


'T 


■m 


Am  ,  /  «jt 

4sin  — 

2OT 


,  i,' 


.«-[>  CUl 


ARTICLE  IL 

>i. ,  ..  1  .  Ci  . 

PPOSliMP  ANALYTIQUE  II. 


Intégrer  la  formule  1  ^  dans  laquelle  m ,  n  sont  des  nombres 

entiers  &  rationnels. 

-  %  * 

i.  Je  fais  comme  dans  le  problème  ief  {=ym?  de  j’ai 


la  formule 


lm  di 

I - ? 

o 


fil  -4*  M^-I  J  W  **  1 

=  =  ~  -i-  f-,~ 


Tnyn  1  rfy 


Je  ne  considère  point  les  cas  de  n  négatif  de  de  n  >  m  , 
parce  que  tout  ce  que  nous  avons  dit  sur  ces  hypothèses 
dans  l’autre  problème  ,  est  applicable  à  celui-ci  ?  moyen¬ 
nant  quelques  changemens  faciles  ;  de  je  me  borne  à 


n  —  i  j  . 

,  WV  rfy 


l’intégration  de  la  formule 


m 

i - y 


dans  l’hypothèse  de  m>n. 


Le  nombre  m  peut  être  pair  ou  impair  ;  dans  le  cas  de 
m  pair  ,  il  est  évident  que  le  dénominateur  i  —  ym  con¬ 
tient  deux  facteurs  linéaires  i -4 -y,  i  —  J  ,  de  dans  le  ca^ 
de  m  impair  ,  le  facteur  i  — y  seulement.  Les  autres  fac¬ 
teurs  correspondais  à  m  pair  ou  impair  sont  selon  la 
théorie  d’Euler  des  trinômes  de  la  forme 

x  — .  2/ycos.  ~  4-J2  ?  dans  lesquels  ne  signifie  la  circon- 
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férence  du  rayon  i  ,  r  la  série  successive  des  nombres 
pairs  y  qui  commence  depuis  2  ,  &  se  termine  au  nom¬ 
bre  immédiatement  plus  petit  que  m  ;  considérons  la  pre¬ 
mière  hypothèse  de 


m  pair. 


' i , 

2.  Les  facteurs  linéaires  de  1 — ym  dans  cette  hypothèse 
étant  deux;  i°  1  -f-  y  ,  20  1  — y  ,  le  partage  de  la  frac- 

«  —  ii 

tion  intégrale  — - ,  ou,  en  laissant  à  part  dy ,  de  la  frac- 


m y 


n  —  1 


non 

I - y 

H  H' 

S5"1" 


,  se  réduira  à  cette  forme  , 

A  — f-  By 


2T 

zy  cos. - h-  j  2 

2  m 


AM-B'y 


-2_ycos, 


4"T 

2/71 


B'"y 


rr 


I  - - 2y  cos.  (  m - 2  )  —  ya 

y  v  y  2/71  y 


&  tous  ces  diviseurs  trinômes  sont  représentés  par  le  tri- 

* 

nome  général  1  —  2 y  cos.  ^  -4-  yz .  A  présent  il  nous 
faut  chercher  la  valeur  des  constantes  H  ,  H',  A ,  B ,  &c. 

Pour  abréger  je  fais  ^  =<p  ?  &  je  nomme  N--—  =  ? 

&  ensuite  Q  —  (1  —  2y  cos.<p  -h  y2)  S  ,  d’où  il  résulte 


By 


R 

S  > 


Q  (1 - 2ycos  <pH-y*j  S  i - 2ycos  ç-h-y2 

P  ,  Q  ,  R ,  S  étant  nécessairement  des  fonctions  rationnelles 
entières.  Cela  posé  nous  trouverons  comme  dans  le  problème 

précédent  R  ~  - - — "+~  &  conclurons  que  supposant 

r  .  1 - 2ycos.<p-Hy 
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i  —  2ycos.  «p-hy1  =  o  ,  c’est-à-dire  y=coscp+i/Z7  sin.p  , 
moyennant  la  substitution  de  cette  valeur  de  y  dans  P —  S  (ri 
-4-  By),  P  —  S  (A  -J-  By)  deviendra  =  o,  de  manière  qu’en 
nommant  a  + /3  j/E]  5  y  +  ce  que  deviennent  P, 

S  ,  si  l’on  y  substitue  la  valeur  de  y ,  &  qu’on  répète  les 
opérations  du  problème  précédent  ,  on  parviendra  enfin 
aux  deux  équations- 

.  ety- 4-/S^  cos  <p  etS' j! ly  ^  - 1  - &y 


B  = 


£z-+-y2  '  51  n- 9  S2~hy2  7  “  sin  ?  <T2_+-^2 

Ainsi  en  raisonnant  comme  au  n.°  11.  ;  &  en  nommant 
E+F V—i  ce  que  devient^  moyennant  la  substitution  de  la 

—  ;  &  puisque 


E  +  F  y; 


valeur  ordinaire  de  y,  l’on  trouve  S  =  ,  , _ 

J7  ±2y  — iSJnç 

dans  la  même  hypothèse  l’on  a  fait  S  =  y  +  il  nous 

résulte  deux  équations  dont  la  résolution  nous  fournit 


- ;  y=  - 

2  sin.  f  2  sin.  ® 


.  Ces  valeurs  étant  introduites 


dans  celles  de  A,  B,  nous  fournissent 


j8F) 


A  - - 2  sin.ff  (/Sr. «tF') 2  cos  9  (et E  -4-  #F  )  -q  2  (et E  -4-  £ 

a  =  - — - - - — — — - - - i  a  =  — - — 

E2  F  E2  -i-  F2 

*  .  •• 

3.  Nous  avons  ici,,  comme  dans  le  premier  problème  ? 
P  =  rny*~l  ;  mais  Q  =i — y”,  &  par  conséquent 
5=  —  my”  Donc  en  mettant  à  la  place  de  y  sa  valeur 
cos.  <ç  sin.  <p  ,  l’on  aura 

P=,72(cos.<p  +V— 1.  sin.(p)"_I— ^72  (cos.(/z— i)<p  ±V^ïsin.(/z— i)(p); 

/j  ^  |  _  r  r  #  * 

—  —  ni  (  cos.  <p  +  j/— i  sin.  cp  )m_I 

—  —  772  (  cos.  (m—  1)  <p  ±  sin.  (m.—  i )  ç  ) . 
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Donc  et  =  m  cos.  (  n  —  i)<p,  fi=msm.(n — i )  <p, 

) 

E  =  —  m  cos,  (rn  — i)  $  ,  F  —  —  m  sin.  ( m — i)  (p . 

De- là  ?  z'T-r~  —  —  sin.  (  n  —  i  )  <p  cos.  (  rn  —  i  )  (p 

L  -Î-  F 

•/  \  /  \  •/  xôiE  — i—  /3  F 

H-  sin.  (.72  —  1  )  (p  cos.  (n —  i)  <p  =  sin.  ( m  —  n)<p\  77 — -^7 

F  — | —  lr 

=■  —  cos.  {m—  1)  cos.  (/2 — 1 J  $  —  sin.  {m—i)  <p  sin.  (n—i ) 
=5=  —  cos.  {m— n)  <?  .  C’est  pourquoi 

A=—  2sin.<psin.(/n-/i)^+2'COS.<pcos.(/w—  n)<p=2cos.  (m—n+  i)<p; 
B=—  1  cos.  (m— 1)  (p  cos.  (n-i)<p  —  2  sin.  (m—i)  <p  sin.  (n—i)  <p 
=  —  2  cos.  (m-n)  $  , 

ôc  par  conséquent  la  fraction  du  trinôme  général 

2  cos.  (m - n-f-i)<p 2,y  cos  ( m — -n)<p 

1 - -  2y  cos.  <p  -+-  y 2 


2  cos.  (m - -  n  1)  15  -  *y  cos.  (m - n)  15 

2m  2  m 

__  - - - — -  y 

TT,  2 

i  - —  2 y  cos -t-_y 

2  m 

ou  r  doit  prendre  les  valeurs  paires. 

4.  Il  nous  reste  à  déterminer  les  deux  numérateurs  dans 

H  h’ 

les  fractions  binômes  -  ,  - ,  ce  que  l’on  fait  de 

x  — y  '  1 - y  '  -* 1 

la  manière  suivante.  Puisque  nous  avons  vu  (  n.°  13  ^  que 

n — 1 

pour  la  fraction  —^7—3  on  pouvoir  se  servir  de  l’équation 

H  =  ,  si  en  P  &  en  ^  l’on  fait  y  —  —  •£ , 

ayant  (/-+-gy)S  =  Q,  Q  =  i — ym,  pour  le  cas  de  la 

première  fraction  ^ ,  le  facteur  f~\-gy  devient  1  -hy? 

e 
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qui  donne  /=i ,  g  —  i ,  y=  —  i ,  &  H  =  ^  • 
Mais  dQ_  —  — »  mym~ldy\  P—myn~l.  DoncH=. _ _ 


—  i 


rrr  ? 


lors  qu’en  H  l’on  met  —  i  à  la  place  de  y ,  qui  rend 


H  = 


(L^7p7  =  ( — 0"  '  =  —  ( — 0%  parce  que,  à 
cause  de  m  pair,  l’on  a  ( — i)”1""1  = — i.  Pour  le  cas  de 


M - 1 


la  2e  fraction  — — ,  l’on  fait  f+gy—  i — y,  c’est-à-dire/=i, 
g=—  h  y  =  l;  d’ofl  H'  =  —  S  =  =4r1'=i,  &  enfin 


les  deux  fractions  binômes 


H 


H'  _  (—  0“  ,  i 

+  — v  * 


J - y  l  -\-y 

«5.  Il  sera  donc  facile  de  présenter  dans  ses  fractions  bino- 

n  *—  i  i 

mes ,  &  trinômes  la  valeur  de  — — lorsque  m  est  nombre 


lm  di 


pair,  &  par  conséquent  celle  de  ■  ,  qui,  en  observant 
les  conditions  prescrites,  sera  la  suivante  : 


n 

m 


l  d%  n~iJ. 

J  =  —  my  dy — 


( — 

i-Hy 


dy 


2C0S  ( m 


J  fjf  ^ 

•  n  -+-  i)  —  .  dy - 2C0S.  (m - -  n)  —  .  ydy 

'  lm  >  v  J  o,m  J  J 


2nr  z 

I - 2y co s. —  — t-  y 

J  zm  J 


A  n  A'Tf 

2  cos.  (m - n—H  i)  —  •  dy - 2C0S.  ( m  — —  n')  —  .  ydy 

v  2 m  J  v  2m  J  J 


4'5r  2 

i - 2ycos.  - —  —h  y 

J  2m  J 

6t 


2 cos.  (m - n~ 4-0  —  •  dy - 2Cos.  (. 

v  2  m 


ni 


■ n)  “  *  ^ 


2  /U 


6^r 
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jtcos.  Cm  •  n  -4-i)  Cm  - a)  —  .  dy - acos.  Cm - n)  Cm - 2)  —  .  ydy 

K  v  Z,m  J  v  2m  ' * I 2 * * * *  7 


#  \  x 

i - ay  cos.fm - a)  —  -f-  y 

J  1  2  m  J 


6.  Les  opérations  qui  nous  ont  conduit  aux  derniers  ré¬ 
sultats  dans  le  ier  cas  de  m  pair  pour  la  détermination  des 
fractions  trinômes  ,  ne  dépendent  nullement ,  comme  nous 
l’avons  vu,  de  la  supposition  de  m  pair  ou  impair  ,  &  l’on 
doit  seulement  considérer  que  lorsque  m  est  impair  ,  la 
dernière  de  ces  fractions  sera  exprimée  par  la  formule 

2 cos.  Cm — — fl-f-l)  Cm - 1)  — dy - acos.fm - n)  Cm - -r) — .ydy 

K  v  2m  J  '2m  7  J 

1 - 2JfCOS.  (m - 1)^  -f-  y2 

Comme  d’ailleurs  nous  n’avons  pour  ce  cas  d’autre  fac¬ 
teur  binôme  que  celui  que  nous  venons  de  désigner  par 

H' 


i  &  que  la  détermination  que  nous  avons  donnée  à 

j 

H'  dans  le  premier  cas  est  elle-même  indépendante  de  la 
supposition  de  m  pair  ou  impair  ,  nous  pourrons  aussi  pour 
ce  cas  présenter  d’abord  la  décomposition  entière  de  la 

formule,  &  l’équation  sera 

m  pair 


n 

m 


l _ _ 

»  —  1 


i  myn~'dy 

2  cos.  {m - 


dy 


2  -x  , 

0  — •  dr 

2  m 


-2  cos.  ( [m  ■ 


n)  -ydy 

2  m 


2  cos  .(m- 


2  rr  ,  2 

I -  2y  COS _ -h- y 

2  m 

n  -4-1)  1 —  .  dy - 2  cos.  (  m 

2  m 


n)  LT  ydy 


2  m 


4.  <T  2 

2 y  cos.  1—  -+- y 

2  m 


3* 
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2  cos.  ( m 


■n  -4-i  )  —  .  dy 
2  m 


2  cos.  (  m 


•v  6  n  , 

n)  —  •  yày 

2  m 


6  T  2 

2y  cos _ -4-  y 

2  m 


2C0S  (ffi - 71-4- 1)  (jn - 1)—  dy - 2cos.(m - n)(m - r)  —  .  ydy 

2  m  '  '  2  m 


rr 


I - »  2y  cos.  (m - 1)  —  -j-  y  ' 

2  m  J 


7.  Ces  résolutions  pour  les  deux  cas  prendront  une  for¬ 
me  plus  simple ,  si  l’on  fait  réfléxion  que  généralement 

cos.  (m  —  n  +1)-  =  cos.  —  (n  —  1)  —) 

rrr  /  x  rrr  .rrr  .  ,  \  rT 

=  cos.  cos.  (n — 1)  — -  -f-  sin.  —  sin.  (n  —  1)  — - 

2  v  *  2  m  *  2  V  '2m 


r7T 
2  m 


rrr 


sin.  —  sera  constamment  =  o  cos* 

2 


rrr 


rrr 


nrrr 


Mais  cos. (/z — 1)—  =  cos.  f— —  -)  =  cos. 

'  ' 2  in  \  2m  ïm  ■/ 


r 

devant 

être  pair  , 

rrr 

11 

M 

• 

Ainsi 

2 

rrr 

•  nrrr 

nrrr 

— 

sin.  — 

=  cos.  —  . 

2 

2771 

2m 

)  = 

=  COS. 

mrr  r  rr 

—  cos.  — 

2m  2  77Î 

-4-sin.  —  sin.  — .  Donc  si  en  faisant  successivement 

1  2m  2  m 

r=2j  4,  6  &c.,  nous  substituons  cette  valeur  dans  les  for¬ 
mules  des  nombres  ,  6  ,  &  si  nous  disposons  convena¬ 
blement  les  termes  de  manière’  qu’elles  se  trouvent  prépa¬ 
rées  pour  l’intégration  ,  nous  aurons 


m.  pair. 

CJl=—  my-’dy  —  Lzlï-È  -+-  JL. . 

1—  1  j  j  i  -4—^  1 — y 


—  cos. 


2n’fi‘ 
2  m 


2ydy 


27T 

•  2C0S.  —  .  dy 
2  m  J 


I 


2  *T 

2V  COS.  - 

J  2m 


.  277  T  •  îî  . 

2sin. - sin.  -  .  <fy 

2/n  :  /> 7 


.  2ÎT  ,  a 

I - 2VC0S.-—  -f-  y 

2m  J 
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zydy  - - 2C0S.  .  d'y 

cos.  £?  ü _ ^ 

2m  • 

4  T 


4  -T  ,  2 

2y  cos.  - —  *ry 
J  2  m 


j  6t 

,  2ydy - 2CO$.  — 

—  cos.  6JZ  _ _ tz. 

2m  •  ■  6  rr 


—  .dy 
2  m  J 

6“T  ,  2 
2y  cos  —  -f-y 
2m  J 
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dy 


AT  y 

i  -  2y  cos.  - —  -f  y* I 2 * 

2  m 

.  6nT  .  f)T  , 
z  sin — —  sin.  —  .dy 
2m  2  m 


6t  2 

«  2y  cos. - f-y 

J  zm  J 


2ydy - 2C0S.(m - a)  —  .  dy 


— cos.n(m — 2)  — 


2  m 


Tl  T  .  f  „•>,  ~  j 

in.  (m - 2)  —  sin  ( m - 2)  —  .dy 

'  2  m  2  m 


2sin. 


2  m 


1 - 2y  cos.  (m  - 2)  dL  +/ 

2 ,  Tn 


+ 


T 

2  ni 


I - 2ycos.  (m - 2)  —  dry* 

J  2in 


m  impair. 


î-~—  =  —  myn~ldy  -h  - 


dy 


cos. 


2T1T 

2  ni 


2  T 

zydy - 2cos.  —  .  dy 

J  J  2  m  J 


.  2T  ,  2 

I -  2ycos.  —  Ty 

2m  J 


.  2  ITT  .  2  T  . 

2sin. -  sin.  —  .  dy 

2m  2m 


2T 

i - 2ycos. — —  -f-v 

2  m. 


cos. 


4/7  T 
2  ni 


J  AT  J 

2y  dy - 2 cos.  —  .  dy 

2  lïl 

r  4^  7 

I  — —  zy  cos.  4. y 2 

2  ni  J 


•  driT  -  d  T  j 

2  sin.  : _ _  sin. 1 —  .  dy 

2  m  2  m 

AT  y 

I - 2VC0S.—  -+-  y2 

J  2  m  J 


COS. 


6nv  iyJy— «os.  £  ■  dy 


2m 


-  6t  2 

-2J1COS.  -  ~f-_y 

2  m 


6r,T  .  6t  , 
2  Sin.  -  sin.  —  .  dy 

2  m  2  m 

6t  2 

I  - 2ycos. - l-y 

2  m 


f  \  n  t 

—  cos.  (m — 1  )  —  . 

'  '  2m 


2ydy - 2Cos.(m - l)j^- .dy  2sin.(m - 1)— sin/m - ï)~~  -7V 


+ 


✓  n  ^  a 

2vcos.(/n - i;— 1 - 2_ycos.  (.72 - 1) 


2  m 


I 
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Les  formules  multipliées  par  les  cos.  sont  évidemment 
différentielles  logarithmiques,  les  autres  s’intégrent  par  les 
arcs  circulaires;  &  par  l’intégrale  de  la  formule  générale, 
que  nous  avons  trouvée  au  n.°  1 6, 

i  ' 


Donc  ,  venant  enfin  aux  intégrations  avec  l’attention 
ordinaire  de  faire  successivement  r=2,  4,  6  &c.,  &  en 
ajoutant  la  constante  l’on  aura 


fà 


dL 

î 


m  pair. 

—  ^ - (_  l)*log.(H-jO  —  log.(l—  y) 


2  rr 


cos.  —  log.  (  I 


2  m 


y - cos. 

2 y  cos.  2)-f-2sin/-^arc.  tang.  —  2m 


2  m 


sin. 


2  rr 


2  m 


4“T 


y - cos.  - 

—  cos.  4^  log.  (î — 2  y  cos.l^-f~y2)-h2-sin.i^5arc.  tang.  _  2m 


2  m 


2m 


sin 


4  T 


2  m 


_  6‘ T 

cos.  l~  log.  (  1  — 2y  cos.  ^-t-y2)H-2sin.^arc.  tang. .  2171 


.  6  rr 

sin _ 

2  m 


—  cos.  (m— i)  ^  log.  (  1  —  cos.  (m  —  2)  f  -+■  y*  ) 


2  sin.  (m — 2)  —  .  arc.  tang. 

'  2  m  u 


y - cos.  ( m - 2) 


rr 
2  m 


•  /  v  rr 

sin.  (m - 2)  — 

2  m 


-\-  COllSt. 
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r  K 

J  ?  dl  _ _ my_ 

J  i - 1  n 


m  impair . 

i°g-  (x — y) 


cos.  log.(i — 2ycos.  ^  arc.  tang, 


—  cos.  log.(i — 2vcos. "4-yî)-4-2sin.  12Z.  arc.  tang. 

2m  J  2  m  j  *  2m  ° 


cos.  log.(i— 2jcos.  ~H-V)-h2sin.^.  arc.  tang. 


6or 
2  m 


6nrr 

2m 


2  V 

J 

i 

2  ni 

zrr 

sin.  — ■ 

2m 

4  or 

J' 

L  U  j 

2  m 

.  4  or 

sin.  - — 

2  m 

C'T 

y~ 

2  m 

sin 


6  OT 

zm 


—  cos.  (m— i)~  log.  (i—  ajcos.(ra—  i)£  -+-y’) 


- cos  (m - 1)  — 

-4-2sin.(m — i)  —  .  arc. tang. - ±!1 

Zm  'TT 

sin.fm — —il  — 

2  m 

-4-  const. 


9.  Nous  embrasserons  ici  nouvellement  l’hypothèse  du 

*  q  ™j  — 


n.  j  8 


doit  être  prise  de  manière,  qu’elle  dispa¬ 


roisse  lorsque  l’on  a  fait  f  ou  y  =  o,  &  qu’après  l’inté¬ 
gration  l’on  fasse  y  —  i.  Moyennant  la  première  condition 
nous  taisons  évanouir  toutes  les  intégrales  qui  précèdent 
les  autres  appartenantes  aux  arcs  circulaires ,  pour  lesquels 
seuls  la  constante  a  lieu.  Or  dans  la  formule  générique 
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T  VT 

y— — cos.  — 

2  sin.  — .  arc.  tang - — — 

2/n  .  rrr 


en  supposant  y  =  o  , 


sin.- 


2  m 


elle  devient  2  sin.  —  .  arc.  tang. 


cos. 


r  t 


m 


2m 


.  Doue  on  aura 


sin. 


r  t 
2  m 


const.  = 
complète 


•  Titvr 

2  sin.  —  .  arc.  tang. 

2m  ° 


cos. 


r  rr 


2  m 


sin. 


r  T 
2  m 


&  l’intégrale 


2  sin. 


n/T 

2/71 


arc.  tang. 


7"7T 

y - cos.  — 

'  2/n 


cos. 


r 


sin. 


r  t 
2  m 


—  arc.  tang. 


2  m 


sin. 


r  nr 

2  m 


Il  nous  resre  à  faire  dans  toutes  les  intégrales  y— i,  & 
le  changement  dans  les  autres  termes  étant  clair,  pour  ceux 
qui  regardent  les  arcs  nous  aurons 


r  t 


2  sin. 


n/T 

2m 


arc.  tang. 


2sin.  —  arc.  tang. 

2/n  ° 


1 — —  cos. - 

2  m  r 

r  t 
sin.  — 

2  m 

.  r  t 
sin.  — 

2  m 

OU 

r  T 

1 - cos. - 

—  arc.  tang. 


r  t 
cos  - 

2  m 


sin. 


r  t 
2  m 


ou  par  le  n.°  18  , 


2  m 


.  n/T  s  t  r rr  \ 

=  *  sin.  —  Q  --  —) 


T 

2  m 


,  »  .  n/T 

f"2  —  r)  Sin.  —  . 


C’est  pourquoi  les  valeurs  paires  successives  étant  données 
jusqu’à  r  j  les  dernières  intégrales  qui  regardent  les  arcs  , 
formeront  ces  deux  suites. 


PAR  M.  MALFATTI 


37 


m  pair . 


e  ^  //  \  •  -T  /  \  •  /  /\  •  6/îT 

!•  ~((m— i)sm.— ^(m-w^sin.  — -+-(rn-6)sin.  — +  ... 

/  \  •  2tr,i r  •  /  \  n 

-4-  (  m  —  2 1)  sin.  -77-  -f-...  -4-  2Sin.(tfz — 2)  —  j  . 


m  impair . 

((m — î-)sin.  -t-O— 4)  sin.  ^ 

,  /  /\%6nrr  ,  >.  2tnrr 

~f -  (tfz — 6)  sin. —  H-  ....  H-  (f?2 — -  2£)  sin.  - —  -4-  .... 

'  '  2/71  N  2  771 

-4-  sin.  (ra  — Or")  >  ^ans  desquelles  suites  (m — ht)  sin. 

est  le  terme  général,  2sin.(m — 2)  ^  ,  sin.(m — 1)  ^ 
le  dernier. 

10.  Pour  sommer  ces  suites,  j’emploie  la  méthode  du  n.° 
19,  &  je  nomme  sin.  ^  =  sin.  0  .  Supposant  la  somme 

(at~\—  b)  sin.  (ht  — f— 2 )  0  —f—  (et  -4 ~“d)  cos.  (ht  —\—h)  0  *4~  const. 

&  raisonnant  comme  dans  le  n.°  qu’on  vient  de  citer,  je 
parviendrai  à  l’équation 

((a  cos. i.â — csin.2Ô— c)/-i-£cos,20 — Jsin.aô-J-c — b)  sin.  21Ô 

'  — •  (—  2t  -4-  777)  sin.  2  r  fl 

4-((asin.2Ô-fccos.2Ô— c)M-£sin.aâ+d  cos.20-+-c— d)  COS.  2 td 

D’où  les  4  équations 
1*  a  cos.  20  —  csin.  20  —  a  =  —  2 
2e  a  sin.  20  -4-  ccos.  20  —  c  —  o 
3  e  b  cos.  20  —  <isin.  20  û  —  b  =  m 
4e  b  sin.  20  -4-  de  os.  20  -4-  c  —  d  —  o. 

f 
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La  comparaison  de  ces  équations  avec  celles  du  n.°  i  9 
nous  fait  voir  qu’elles  ne  diffèrent  que  dans  la  3e  qui  a  le 
2d  membre  dans  celles-là,  &  —  m  dans  celles-ci. 

En  substituant  donc  dans  les  valeurs  de  c ,  d  du  n.°  19 
m  — .  1  au  lieu  de  m ,  nous  aurons  celles  que  nous  cherchons. 


Donc  a  —  i ,  c 


sin.26 


-cos.20 


m 

2 


cos.  2  0 


cos. 


t0  ? 


d  — _ — - ,  &  la  somme  cherchée  sera 

2(1 - COS20) 

=  (  t  —  —  —  — C0S""-9~r) sin-  (i  *  -+-  x)  0 

\  2  I COS. 20  y  y  ' 


(s/sin  20 - ( m - 2)sin  20)  cos.  (2 t  -4-2)  fl 

2(1 - cos.20) 


consc. 


La  constante  est  déterminée  par  la  condition  ,  qu’ayant  fait 
t  =  i  ,  la  somme  soit  =  (m  —  2)  sin.  20,  d’où  résulte 

l’equation  const.  -f-  - —  —  — sin.  46 


2  sin.  20 - (m  — — 2)sin.20  a  f  \  '  c\  •  » 

_ . _ _ _ cos.40  —  \m — 2)  sin.  27  ,  qui  apres 

2(1 - COS.20)  ^  N  '  7  ^  r 

les  réductions  trigonométriques  nous  donne 


const. 


msin  2  0 


2m  sin.  0  cos.  0 


- cos.20)  4  (sin.  0  / 


m  cos.  0 
2  sin.0 


m 


2  tang.  0 


Maintenant  à  la  place  du  terme  général  il  faut  mettre  les 
derniers  termes  des  deux  séries  appartenantes  aux  deux  cas 
de  m  pair ,  &  de  m  impair,  pour  en  avoir  la  somme  en  ¬ 
tière,  &  ces  termes  étant  2  sin.(tfz — 2)0;  1  sin.  (rn — 1)8, 
dans  lesquels  doit  se  changer  le  terme  général  {m — 2£)sin.2i0, 
nous  aurons  m  —  2f  =  2 ,  1,  ou  zt  ~  m  — >2,  m  —  1. 
Dore  la  somme  de  la  série  ,  pour 
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m  pair 


( 


m 


m 

2 


cos.  26 


COS.  20 


)  sin.  m 0 


(m- - 2)  sin  20  —  ■  ■■  (m - 2)  sin.  20 


COS  .7720 


m 


m 


m 


n  T 
suog.-- 
2  m 


2(1 - cos. 20 )  ~  '  '  2  tapg.  0  2tang.0 

,  parce  que  sm,m  0=  sin.  —  =  o  ,  &  le  second 


terme  est  aussi  7ero  . 

Pour  m  impair  on  doit  substituer  le  nombre  m  —  i 
à  it:  d’où  résulte  (- — 1  —  -  . —  ..  sin.(m-f- 1)  0 

'  \  2  2  1-—C0S.2VS  V  ' 

m 


sin 


20 


cos.  (jn  —J —  i  )  0 


2(1 cos.  20  )  v  *  1  2  tang.0 

Mais  sin.  ( m  -f-  1)  0  =  sin.  mü  cos.  0  -f-  cos.  m  0  sin.  0 
=  sin.  —  cos.0-hcos.  —  sin.  0  =  cos.  —  sin.0, 

2  2  2  7 

cos.(/72-l-i)0  =  cos.  7720  cos.0  —  sin.  7720  sin.0  =  cos.  —  COS.0. 
—  sin.—-  sin.0  =  cos.  —  cos.  0 .  Donc  par  l’usage  de  ces  va- 

2t 

leurs,  la  somme  devient ,  pour 


m  impair 


AN  •  A  nrr 

( - i-+-cos.20)sm  0  cos. — 

2  (1  - COS.  20  ) 

- 2  (  cos  0)  sin  0  cos.  — — ■ 

2 

2  (x - cos.  2Ô  ) 


2  sin.  0  (cos.  0  )2  cos.  n— 
7  2 

2  (x - COS  2  0) 

2  sin.  0  (cos  O)2  cos 


m 


n  t 


2(I— —  COS.  20  ) 


2  tang  0 


TW 


2tang.  0 


m 


îtang. 


n  ir 
2tn 
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ii.  Revenant  aux  intégrations  du  n.°  8  de  cet  article, 
nous  ferons  y—  i  excepté  dans  le  terme  —  log.  (i — y) 

l 

que  nous  écrirons  —  log.  (i — ^  quoiqu’il  soit  réellement 
—  log.  (i — i)  =  oo,  &  substituerons  • — - —  auxséries 

2  m  n  t 

2tang.  — 

6  2  m 

des  arcs;  ainsi  l’on  aura 


m  pair 


j  lJI—  —  ~  —  (—  l)nlog.2—log.(l—  ?M)  —  cos.—  log/l—l cos.—  ) 

Jf  l-—{  n  '  '  u  c  v  '  2rn  u  2  m/ 


Anrr  .  .  ^  x  fin*  ,  ,  6  T  * 

—  eos.—  log.(i— icos.-  )—  cos.  —  log.(z— 2  cos.-  ) 


6  T 


cos.  ( m  — 2)  ~  log.  (2 — 2  cos.  (m— 2)  éL  )  -4- 


rrr 
4^°g- 


/»  ü. 

y  m 

1 - ï 


m  impair . 


=  —  "  —  log-  ( 1 — —  cos-  ^  log-  (2  —  1  cos.  Î?  ) 


2m 


4t 

2m 


log.  (  2  —  2  COS.  )  —  COS.  log.  (1— Z  COS.  ^  ) 


—  cos.(m— 1)^  log.  (2—2  cos.  (m—  i) 


rr 


n  •x 

4tang~ 


2  m 


ôc  comme  généralement  1 — cos.  ~  =  2 — 2  (cos. 

2  y 

=i(sin.l^)  ,  qui  donne  log,  (2 — 2  cos.  — }  =log.4(sin.~ 


v 


/ 
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r  <r 


4l 


=  2  log.  2  sin.^,  le  développement  des  valeurs  de  r  fera 
prendre  à  ces  intégrations  cette  dernière  formule 


/ 


rjt  

i — î 


m  pair. 

r  —  (  — 1  )"  log-  1  ~  l°g-  (  i  —  ï”  ) 


« 

x  cos.  —  log.  x  sin. 


—  x  cos. 


2  m 

6r.rr 

2m 


log.  x  sin. 


77T 

2m 


2  rjr  4ht  .  .  4  t 

—  —  x  cos.  7-  log.xsin.  y- 

4  m  tnt  0  4  m 

6  TT 

4m 

>  ■  '  '  f  «  *  «  - 

X  sin.  (>72 - X )  -q- 

rr 

n  T 

4»"g- 

m  impair, 

rrïr  =  —  ”  — !°g-(i— {")  — 


r±p_ji 

j  i — ? 


xcos. 


2n'?r 
2  m 


log.  x  sin.  — 

4  m 


—  x  cos.  —  log.  x  sin.  1T  —  x  cos.  —  log.  x  sin.  —  — 

4m  2  m  ^  4  m 


2  m 


»  COS.  (m— 1)  log.  z  sin.  (m  —  1)  -f- 


rr 


n  t 

4tang - 

2  m 


Ces  deux  intégrales  à  cause  du  terme  — log.  (  1 — \m)  ou 
l’on  doit  mettre  f=i,  sont  évidemment  des  quantités  in¬ 
finies. 

ix.  Nous  finirons  cet  article  en  faisant  observer  que  nos 

H 

7  m  dz 

intégrations  de  la  formule  ’pp}  ne  peuvent  servir  i°  lors¬ 
que  n  est  un  multiple  de/72,  ou  lorsque  /z,  m  sont  égaux; 
mais  pour  cette  hypothèse  n  étant  =  qtn  l’on  changera  la 
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formule  proposée  en  cette  autre  dont  l’intégrale  est  dé- 

n 

jà  connue;  i.°  lorsque  pour  la  formule  l’on  a  m  =  i  $ 

mais  se  réduisant  alors  à  on  en  trouve  l’intégrale  com¬ 
me  dans  l’hypothèse  précédente;  3.0  lorsque  pour  la  formule 


M 

m 


J 

î _ .1  l’on  a  m  —x  y  n  étant  impair  ;  parce  que  s’il  est 


1 — 1 


pair  ,  on  revient  aux  cas  précédens.  Or  si  n  est  impair  , 
en  faisant  n  =  xq  —  1  ,  {  =  y%  l’on  a 

n 

z  ~'J!  _  =  _  2 f—zdy  —  2 ,ÿ*~*dy  —  %f,~6dy 

1  -1  1  —yz 


A 


.  .  .  .  —  xdy  H - ,  &  en  intégrant 

?  ~  ^r=:  —  zyZq~l  _ _  î/ 


1 — r 

,24—1  „.,24f— •? 

1 


I - {  2Ç - -  I  - 3  - 5 

— 1  2y  -t-  log.  (1  -4-  y)  —  log.  (1  —  y)  H-  const. 

Par  les  conditions  de  nos  intégrations  la  constante  esc 
zéro  ,  &  l’on  doit  faire  y  —  1.  L’on  aura  donc  en  resti¬ 
tuant  le  symbole  n 


M: 


Cèl  =  _  £  _  —  _ 

ï - 1  n  ri—2 


• —  x  -f-  log.  x  —  log.  (1  —  {2)  ,  qui  à  cause  du  dernier  ter¬ 
me  ,  où  l’on  doit  mettre  \  =  x  ,  est  une  quantité  infinie. 


PAR  M.  MAtFATTï 


43 


ARTICLE  III. 

i» 

Usage  des  intégrales  de  la  formule 

pour  trouver  la  somme  à  l'infini  des  sériés  harmoniques 

à  termes  rationnels . 


jj 

m 


i.  Je  prends  la  formule  jL-iî  &  la  développe  en  série 
qui  me  donne 


n 

m 


2L  1 


1 
m 


£-+“3 


&C. 


Passant  donc  aux  intégrations  en  sorte  que  l’intégrale  dis¬ 


paroisse  en  faisant  {  ==  o  ,  y  ai 


(h  - 

J  i  -+-{ 


m? 


«  • 

— f-  * 

m 


m-+-n 


2/n  — (—  n 


«  , 

-  4-i 

m 


*  4*4 

m 


&c. 

3  m  — (-  n  4m  h—  « 

Je  fais  {  =  1  ,  &  en  divisant  l’équation  par  m,  il  résulte 


mj  I  -4-  7 


I 

m-+-n 


&C. 


j  m-t-n  2m-\-n  3  m  — f-  n  4m  -+-  n 

Le  second  membre  est  une  série  harmonique  générale 
dont  les  signes  des  termes  sont  alternatifs.  Ici  reviennent  les 
2  hypothèses  de  m  ,  n  <m  ;  si  n  >  m  ,  nous  devons 
nous  souvenir  que  (  n.  7  artic.  1  )  nous  avons  vu  que 


dl 


myn'ldy — myn~m~ldy-\-  myn  ~2m  “Vy  • —  myn~'m~'dy ... 


+ 


my 


,n — çm  — 


+ 


my 


w~ fm  — 1 


,11! 


x-h-y 


.  C’est  pourquoi  en  intégrant  & 
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en  faisant  après  l’intégration  y  =  i  ,  n  —  qm  =  N  , 
l’on  aura  »•  v 


f 1  m  ^  _  m  _  m 

J  I-+-  i  n  « — “ 


m 


— I  1  “ 

n  — ■ -m  n 


m 


■  2m 


m  _  /’  N  —  i  j  ^ 

+'  -P  7 — _ü.  Nous  retombons  ici  dans  les  deux  cas 

'  ‘-•'Z* 

de  m  pair  6c  de  m  impair.  Lorsque  le  premier  cas  de  m  pair 
a  lieu,  en  changeant  n  en  N  dans  la  ie  intégrale  du  n.°  10  de 
l’article  ir,  &  en  omettant  le  premier  terme  ~  ,on  aura  l’inté¬ 


grale  de  la  formule 


N  -  ii 
my  dy 


i  -+-/ 


.  De  môme  si  le  cas  de  m 


impair  a  lieu  ,  la  2e  intégrale  qui  y  est  désignée,  en  omet¬ 
tant  le  ir  terme  “  ,  6c  changeant  /z  en  N,  sera  la  même 

•  Donc  en  faisant  usage  de  ces  intégra- 

1 “h/*  n 


que 


les  de  la  manière  que  nous  avons  dit  ,  6c  en  divisant  le 


tout  par  m  nous  aurons 

'  *?■  ! ;  \w  ne;, 


n  >  m  ,  m  pair. 


i  ŸlJl  =  — _ 1 _ i _ i— 

in  J  x {  m 2m  -Y- fl  3  m  H-  n 


■  n 


I 

n 


n  - m 

Ntt 


-2m 


-Vn 


6cc. 


1  /■  ,  .rr  3 NV  ,  3  t 

+  -  (2COS  —  log.  2Sin.  —  -h  2C0S.  —  log.  2Sin.  7- 

_ —  m  N  2m  o  4/n  •  2m  o  4 /a 


2C0S. 


5  NV 


5jt 


„  log.  2sin.  - 

2  m  0  4 

„  XNV,  .  ,  V  5T\_ 

-+-zcos.(m — 0^1og.2SiD.(m— 1)-;  + 


rr 


rr 

4msin, — 
T  2  m 
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4$ 


»  fr.it 

m'  i  -t-  ? 


n  >  m  ,  m  impair , 


zm  n  '  3m  H—  n 
i  i 


m  i  — | —  ^  m  - 1  ■  n 

I  l 

n  n - m  n  ■■  ■  j  m 

Nat  t  ît 

4  m 


4m  h-  « 

±  4 


&c. 


±5  ((— i)Nlog.2-(-icos.^  log.  2sin.  — 


1COS. 


3Nît  1  „ ^  „  3  **  ,  „ 


log-lsin-  4Ü  -+- leos-  ^  l°g-isin.  ^  -t- .  .  . 
icos.  (m  —  2)  ^  ]og.2sin.  (rn — 2)  + 


4 m  sin. 


[W 


2  m 


Dans  la  seconde  hypothèse  de  n  <  m  ,  les  intégrales  du 
n.°  20  divisées  par  m  représenteront  les  sommes  à  l’infi¬ 
ni  des  séries  harmoniques  dans  les  2  cas  de  m  pair  ,  & 
de  m  impair  ,  &  l’on  aura 


n  <  m  )  m  pair. 


1  f£±  1 

/n  /  i— J  ni  — t- n  2m  -4—  n 


3  m  -4-  «  4m  -4—  «t 

<r  3  n?r 


&C. 


=  î  H-  i  (2C0s£  log.2sin.  £  +  2cos.  log.2Sin.  £ 


5  /!T 


5  * 


2  cos.  ^  log,2Sin.  -  +  .  •  •  • 

2 cos.  (m— 1)"~  log.2sin. 

n  <  m  ,  m  impair. 


rr 


.  n  rr 
4??!sin  — 


z  m 


1  r imdi  j _ i_ 

mJ  I4-Ï  m-4-«  2m  H—  n 


I 

’  n 


3  m  -4-  n 

n  T 


'7a({  —1)'  log. 2 -H  2  cos.  -  log.2sin. 

g 


4m  -4-  n 

T 

4  m 


&C, 


\ 


* 
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3  77  T"  ,  î  ’T  5  n  T  1  •  'ST 

■  lcos-  W  log.isin.  —  -+-  1COS.  —  log.zsm.  —  -+-  .... 
-  zcos.  (m  — z)  £■  log.zsin.  - 


/i  T 

4«sjn. — 

2  /7ï 


2.  Le  célèbre  Euler  dans  son  introduction  à  l’analyse 
des  infinis  pag.  140  démontre  la  vérité  de  cette  équation. 


1 

m-+-n 


zm 


3/n  —H  n 
1 


4  ni  -4-  n 

1 


&C. 

&c. 


t 

n 


T- 


2/nsin. 


n  T 


2  /n 


m—n  2m— —n  3/71 /i  40; n 

quelques  soient  m  ,  n  ,  qui  peuvent  aussi  être  des  quanti¬ 
tés  irrationnelles.  Cela  posé  ,  je  fais 


la  ie  série  — - - 1 

la  2e 


777-4— /i  zm  -J—  n  3  m  —J—  n  4/77  -4—  n 
ï  1  1 


&C.  =  P 


m - n  zm - n 


3m - n 

1 


&  j’ai  d’abord  l’équation  P — Q=  - 


4/77 - n  v- 


;  ôc  par  consé- 


277îSin.- 


77  T 
*2  771 


quent  Q  =  P~-;  H - ;  &  puisque  P  est  connu ,  Q 


2777Sin. 


2  771 


le  deviendra  aussi  dans  les  différentes  hypothèses  de  n  >  m9 
n  <  m  ,  pour  le  cas  de  nz  pair  ,  &  de  m  impair ,  &  ainsi 
nous  aurons  la  valeur  de  la  série  harmonique  à  l’infini  à 
signes  alternatifs,  lorsque  n  devient  négatif.  Voici  les  valeurs 
des  séries  Q  selon  les  differentes  hypothèses  de  m  ,  n . 


n  >  m  ,  m  pair 


zm  - n  3777 - n  4/77 — — n 


m - n 
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n- — m  '  n zm 

Na 

-  iog.2sm. 

m  '  °  4‘ 

"îNV  |  •  <,  T 

2COS.  - -  l02\2Sin.  — 

zm  o  4  m 


n - 3  m 


.  r  z'  I\$r  i  •  rr  îNt  t  • 

+  l  (  2COS.  -  log.2SU1. - \-  2C0S.  —  log.2Sin.  — 

—  m  V.  zm  O  4m  1  zm  °  4/ra 


+  — 

•  •  •  •  x  w 


•  4  • 


2C0s.(m — i)^log.2sin.(m — i)^)  + 


T 


rr 


4msin 


J\r 

z  m 


zm  sjn.- 


nrr 
'  zm 


m 


zm  - - m 

I 


tl  >  m  ?  m  impair . 

—1 _ —  &c. 

3  ni n  4  m n 


n  —m 


n - zm 


n - 3  m 


4.  — 

•  •  •  •  N 


±  ~  ((  —  1/  log.  2  -t-  2COS.  ^  log.isin.  ^ 

H-2cos.  ^  log.isin.  ^  -+-zcos. 5-^  log.isin.  |f  -4-  .  .  . 


-t-2cos.(m — 2)  Iog.isin.(m— 1)  +  — V~  -+- 


4msin.- — 
^  zm 


n  <  w  ,  m  pair . 


ÎT 


amsin. 


77  rr 


a  m 


/n - n 


zm - n 


3/77 - n 


4  m 


&C. 


i/'  77<t.  .  w  ’Xnrr  .  .3 

0COS-  «  loS-ls,fl-  ^  -+-2C0S.  —  log.isin.  - 

ïn  rr  ,  .  S  T 

-H2COS.  4^  log.2srn.  — 


?rr 

m 


zm 


icos.  (m  — i)  log.isin.  (/n— 1)  H - . 

4msin. 


zm 
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n  <  m  ,  m  impair . 


?7? - n 


2m 


3  rn  — — /i  4m 

I  x»  .  n  t  «  .  “T 

s  f (—, T)  log-1-4-  «os.  -  log.isin.  - 

^ncr  t _ 3  rr 


&c. 


<rr/i  «  •  s  /*  t  »  y  vt 

H-acos.  log.zsin.  -  -4-zcos.  —  log.zsin. 


^  ' - in.  5” 

-+-zcos.(m — z)  log.zsin.  (m  —  z)-^)  -+- 


.  «  TT 

4/nsrn. — 


2  ni 


n 

m 


3.  Je  viens  à  l’autre  formule  l- — ~  qui  développée  en  sé¬ 
rie  fournit  l’équation 


n 

m 


?  ài 


1  — ? 


=  -f-  &c. 


-  -+-2 

m 


» 

m"+*  3 


De-là  en. intégrant  avec  la  condition  que  le  tout  disparoisse 
lorsque  {  =  o  ,  &  posant  ensuite  {  =  1  ,  &  divisant  le 
tout  par  m  ,  l’on  a 


l  f 

ni  J  1 


1 

m-+~n 


2m  H—  n 


3/n 


u« 


&C. 


c’est-à-dire  que  l’on  a  l’intégrale  de  cette  formule  égale  à 
la  série  harmonique,  prolongée  à  l’infini,  de  termes  tous 
positifs.  Des  deux  hypothèses  de  n  >  m  ,  n  <m  que  l’on 
admette  premièrement  celle  de  n>m  .  Alors  puisque 


n 

m  J 

T  à\ 


ni-f*»  —  I  j 
m_y  rfy 


I- - ? 

— ....  —  my 


I - y 

n — qm  — 


—  —  myn  ldy — myn~2m~ldy — my*~'m~ldy 

n—qm  j 

ldy  -f-  .  où  qm  est  un  tel  mul- 


1 — y 


tiple  de  m  que  n~qm  devient  le  nombre  immédiatement 
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plus  petit  que  ra,  ,  si  j’intègre  avec  la  même  condition  , 
que  je  suppose  ensuite  y  =  i,  n~—qrn=:  N,  &  que  je 
divise  par  m  ,  j’ai  ,  . 


&  N  <  m .  Mais  puisque 


fClL  = 

J  ï - ? 


?7jy 

n 


ymvn~ldy 

i - ym  ’ 


en  changeant  /z  en  N,  on  au- 

J  A  f  7  m<h  myN  ,  /^yN  “  m  /royN“Ic(y 

lorsque  dans  le  premier  terme  du  2d  membre  l’on  fait  y=i. 
En  retenant  donc  la  détermination  de  N  <m,  le  n.°  n  de 

■  /"*  if 

'  %  ,  ,  (  ?  ^  d7 

l’article  précédent  nous  donne  la  valeur  de  / - -  par  le 

t  •/  1  ? 

.....  _ ‘  .  *  ^ 

seul  changement  de  n  en  N  ,  c’est-à-dire  la  valeur  de  —  ~ 

y  ’  N-  «jv 

,  ou,  en  divisant  le  tout  par  m,  la  valeur  de 

i - ym 


T  T 


J  -v - C’est  pourquoi  en  faisant  cette  substitution 


•  -•*.  ,•  »  •>  '  •  ,  1  '  '  '  »  *  ‘  *  f  •  .  •  ,  s  i  >  l  ; 

dans  l’équation  précédente  l’on  a,  eu  égard  aux  deux  cas 


r  fio 

5 


i  .  •  V\‘ 

n  >  m  ,  m  pair, 

*■*  \ 

_  ,  T 

H-  -  H—  -  -+-  — - 1—  &c. 

2 m  -t-  n  3/71  -t-  n  4 m  « 


I 


n 


zm 


MM 


i((— 
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•  •  '  c**  ~  ^  % 

,1  /  -V  iNîr  «  •  2T  4N>,  .  AT 

+  log.(I-r)  -4-2COS.  —  log.isin.  -  +  2C0S.^  log.isin.t- 

•  l  /  C  '  -  i  '  '  «  *  '  * 


6N<r  ,  .  6  t 

2C0S.  —  log.  2Sin.  — 


2  m 


•  •  •  • 


H-  lcos-  (m—%)  ^  log.  >sin.  (m— 2) 

1  »  \  ...  •  • 


T 


4771  tang. 


Nt 

2  m 


‘T  •  tu  ' 

n  >  m  ,  U2  impair. 


z  /;  ^  __  . 

1 - ?  «4-n 


2m 


I 

m 


3  m  —V—  /i  "  4m  ~ t~  n 
1 


&.C. 


m 


n - 2m 


n - ]m 


—  k—ï  0°g-  C1— r)  -t-lcos-^  >°g-2sin-  fm 


N 

1 


4NT  y  .AT  Ul'-fl  « 

lo2r.2Sin.  7—  -4-  2cos.  -fr  lo2.2Sin. 


6NV  ,  .  6t 


2m 


-4-2COS. 

-l-2cos.(m — 1)“  log.isin.  (m—i)^) 


2m  T  £?*  4m 

r)  'JfJOM.7 

N  T 


4m 

T 


■N* 

4«tang-  r- 

2  771 


Pour  la  seconde  hypothèse  de  «  <  m  ,  il  est  visible  que 
le  n.°  11  nous  donne  sans  aucun  changement  la  valeur  des 
séries  harmoniques  qui  appartiennent  aux  deux  cas  de  m  pair 
ou  impair  j  il  n’y  a  qu’à  diviser  le  tout  par  m .  C’est  pourquoi 
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n  <  m  ,  m-  impair. 
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4.  Euler  dans  l’introduction  à  l’analyse  des  infinis  dé¬ 
montre  que  l’équation  suivante  a  lieu  même  lorsque  m,  n 
sont  irrationnels. 
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Donc  ,  en  introduisant  la  valeur  connue  de  P  ,  &  en  dis- 
tinguant  les  deux  hypothèses  ,  &  les  deux  cas  ,  on  aura 


n  <  m  ,  m  pair. 
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n  <  m  ,  tn  pair . 
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C’est  ainsi  que  toutes  les  combinaisons  possibles  des  sé¬ 
ries  harmoniques  sont  épuisées;  &  que  leurs  valeurs  sont 
déterminées  par  une  expression  finie. 

5.  Les  8  séries  harmoniques  des  n.°  1  ,  2  à  signes  al¬ 
ternatifs  ,  de  les  8  des  n.°  3  ,  4  à  signes  tous  positifs  ont 
eatr’elles  cette  différence  remarquable  que  les  valeurs  des 
premières  sont  finies,  &  que  celles  des  dernières  sont  infi¬ 
nies:  il  ne  faut  pas  pourtant  croire  que  les  expressions  de  ces 

dernières  soient  tout-à-fait  inutiles,  parce  que,  quoiqu’en  cher- 

h 
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chant  la  valeur  d’une  série  harmonique  quelconque  à  signes  po¬ 
sitifs  prise  seule,  on  ne  puisse  rien  conclure  de  nos  formules, 
si  non  que  sa  valeur  est  infinie,  on  en  pourra  néanmoins  in¬ 
férer  dans  quelque  cas  une  valeur  finie ,  lorsque  2  séries 
harmoniques  à  signes  uniformes  étant  données  ,  il  sera  pro¬ 
posé  de  savoir  la  valeur  de  leur  différence  ;  qu’on  veuille 
connoître  par  exemple  la  valeur  de  la  différence  des  deux  séries 


—  H - - - 1 - - - 1 - - - h&c.=  A 

m-\-n  2m  -+-  n  -+-  n  4 m  —H  n 

-■ — -  — J —  - *-f—  - — -  —J—  &c.  B 

p-\-q  2p—\—q  3T-U9 

supposé  pour  plus  grande  facilité  m  >  n  ,  p>q  ,  m  pair  , 
p  pair,  en  faisant  usage  de  notre  règle  (n.°  3)  nous  trouverons 

A  — B  =  —  i  —  l  ((  — 1  )“  log.  2  H-  log.  (  1  —  f  ) 
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-t~  acos.(/>  — .2;  ^  log.  isin,  (/>—  2)  y)  —  — Z—  • 

4P  tang._ 

Or  il  n’y  a  d’infini  dans  cette  équation  que 

1 

—  f  log.  (1  —  )  -f-  f  log.  (  1  —  f  ),  à  cause  que  {  doit 

être  égal  à  1,  &  ces  deux  termes  se  détruisent  toutes  les  fois 
que  p—m ,  quelles  que  soient  les  autres  quantités  77, qy  donc 
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chacune  dans  notre  exemple  doit  être  plus  petite  que  m.  Ainsi 
avec  cette  détermination  nécessaire  de  p—m  l’on  obtient 
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qui  est  une  expression  dégagée  des  quantités  infinies.  Je 
n’apporte  aucun  exemple  numérique  ,  je  ne  considère  point 
les  séries  harmoniques  lorsque  n  est  un  multiple  de  m,  ou 
que  m  —  1  dans  le  cas  de  m  impair  pour  la  série  des  si¬ 
gnes  alternatifs  ,  ou  que  m=z  dans  le  cas  de  m  pair  pour  la 
série  des  signes  uniformes  ,  cas  qui  ne  sont  pas  compris 
dans  nos  formules  ;  parce  qu’après  la  théorie  que  nous  en 
avons  donnée,  il  ne  peut  être  difficile  au  Géomètre  de  les 
appliquer  aux  exemples  numériques  ;  &  quant  aux  séries 
harmoniques  qui  dérivent  des  cas  ,  qui  échappent  à  nos 
formules,  elles  se  trouvent  d’une  somme  déjà  connue.  Nous 
ferons  plutôt  quelques  réflexions  sur  différentes  choses  ré¬ 
pandues  dans  ce  Mémoire,  d’où  ,  si  l’on  n’y  prend  garde,  l’on 
pourroit  tirer  quelque  conséquence  précipitée. 
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6 .  Par  exemple,  comme  l’on  connaît  la  valeur  de  la  série 
harmonique  à  signes  alternatifs,  en  la  multipliant  par  m ,  & 
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supposant -  — 

i  r  ni— 4 — n 


&c.  =M, 


ni-^-n  zm-^-n  3  m  — t—  n  4777  -t— n 

où  M  est  fonction  connue  de  m  ,  d’après  la  marche  d’Eu¬ 
ler  dans  son  calcul  différentiel  l’on  pourroit  se  croire  en 
droit  de  supposer  m  variable,  6c  n  constant;  d’ou  passant 
aux  différenciations  ,  l’on  pourroit  regarder  le  résultat  com¬ 
me  une  bonne  équation.  Ainsi  en  faisant 


dz  M 


\ ,  &c.  l’on  auroit  par  la  première 
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croiroit  connoître  la  somme  de  la  série  réciproque  des  quar- 
rés  d’une  suite  arithmétique.  Je  multiplie  par  &  j’obtiens 

—  &c.  —  m*  M;  ;  6c  en 
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différenciant ,  &  en  divisant  par  dm  ,  l’on  auroit 

2 


2  mn 


2  ttît? 


2  mn 


.  ,  -  —  &c.  =  îraM'  -q-  m1  M" 

{m  -\-ny  (2m4-/i)f  (3  m-+-ny 

qui  nous  fourniroit  la-  somme  de  la  série  réciproque  des 
cubes  de  la  susdite  série.  De  même  la  série 
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(2  777  -f-  77)5 
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—  &c. 


étant  différenciée  feroit  connoître  la  somme  de  la  série  ré¬ 
ciproque  des  quarrés-quarrés  6cc. ,  ôc  le  problème  touchant 
ces  sommes  seroit  complètement  résolu  ,  tandis  que  mê¬ 
me  dans  la  série  des  cubes  la  plus  simple  , 
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T 
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—  — -  h - -  —  —7  &c.  ,  il  a  éludé  tous  les  efforts  du 

3?  4? 


grand  Euler  ,  &  des  autres  Géomètres  les  plus  célèbres. 
Mais  il  n’est  point  permis  dans  le  cas  de  nos  séries  de 
considérer  m  comme  variable  de  manière  à  pouvoir  prati¬ 
quer  dans  les  termes  qui  la  contiennent  aucune  différen¬ 
ciation  pour  en  obtenir  de  vrais  résultats  ;  la  raison  en  est 
que  l’on  ne  différencie  jamais  aucune  quantité  qui  ne  doi¬ 
ve  nécessairement  passer  par  toutes  les  valeurs  possibles  , 
le  seul  cas  où  les  conséquences  des  différenciations  soient 
très-certaines.  Il  esc  vrai  que  notre  m  peut  prendre  toutes 
les  valeurs  rationnelles  entières  ,  1,  2  ,  3 , 4,  &c.;  mais  non 
pas  le  nombre  infini  de  valeurs ,  qui  peuvent  s’y  interpo¬ 
ser  ;  m  va  par  sauts ,  &  il  est  discontinu  ,  &  on  ne  sait 


7  m  d? 

quelle  est  l’intégrale  de  - — —  lorsque  par  ex.  m  =  j/ï, 

1  1 

Nos  théorèmes  ont  donc  lieu  dans  l’hypothèse  de  m  en¬ 
tier  ,  mais  ils  ne  sont  aucunement  applicables  au  cas  de 
toute  valeur  de  m  irrationnelle,  transcendantale  ôcc.,  d’où 

V 

il  suit  que  les  conséquences  ci-dessus  rapportées  des  dif¬ 
férenciations  sont  très-fausses  ,  &  le  problème  des  som¬ 
mes  en  général  pour  les  puissances  réciproques  des  termes 
d’une  série  arithmétique  demeure  toujours  irrésolu. 

7.  Par  la  même  raison  du  manque  de  continuité  dans 
notre  symbole  ce  seroit  aussi  se  méprendre  que  de  croire 
pouvoir  trouver  la  somme  de  la  série  réciproque  des  sinus, 
y  d’après  notre  équation  du  n.°  19  articl.  t  lorsque  par  ex. 
m  est  impair  cette  équation  se  change  facilement  en  celle-ci 
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&  employant  la  méthode  dont  je  me  sers  dans  le  n.°  que 
je  viens  de  citer  ,  il  ne  sera  point  difficile  de  trouver 
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Or  cette  équation  est  très-vraie  ,  pourvu  que  n  ne  soit 
ni  zéro ,  ni  un  multiple  quelconque  de  m  ,  &  que  de  plus 
m  ne  soit  pas  plus  petit  que  3  ;  car  dans  ces  cas  elle  est  éga¬ 
lement  inutile  que  l’autre  dont  elle  dépend  :  mais  on  peut 
l’appeler  un  théorème  plus  curieux  qu’utile:  i.°  parce 
que  ,  si  l’on  prend  tel  nombre  n  de  termes  de  la  série 
réciproque  qui  passe  la  valeur  de  m  ,  comme  il  s’y  en 
trouve  un  qui  est  multiple  de  m  ?  alors  la  somme  est  faus¬ 
se  ,  6c  elle  n’est  vraie  que  lorsque  le  nombre  n  est  au- 
dessous  de  m»  2.°  parce  que  lorsque  m  est  partie  ration¬ 
nelle  de  la  circonférence  ,  comme  le  supposent  mes  for¬ 
mules  ,  il  y  a  une  méthode  très-courte  pour  connoitre  la 
valeur  de  la  série  réciproque  des  sinus  jusqu’à  /z,  &c  il  suf¬ 
fit  que  les  termes  soient  connus  depuis — T—  jusqu’à  5 

sin.  — 

2m 
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me  n.me  en  faisant  n  =  im.  Car  la  somme  de  ces 
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termes  est  toujours  zéro  d’après  la  division  exacte  de  la 
circonférence  en  parties-  égales  ,  qui  donne  le  même  nom¬ 
bre  de  sinus  égaux  positifs  &  négatifs.  Ainsi  en  commen¬ 
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me  de  la  série  réciproque 
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ioi  étant  =io-f--^-  =  o  ,  l’on  pourra  exprimer  cette  série 
de  la  manière  suivante  :  — - — 
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Or  ,  la  partie  de  la  série  - 
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étant  =  o ,  toute  la  série  se  réduira  aux  deux 


seuls  derniers  termes; 


sin. 


sin. 


2rr 


sin.  ( rc^r-f-  —  )  sin.  fiOT-b  — ) 

\  .,n  tps  V  ioS 

-  J  J  J  t  .  I  >  b‘ 

c’est-à-dire  que  les  deux  premiers  termes  de  la  série  se¬ 
ront  égaux  à  la  somme  de  tous  les  termes  jusqu’au  der- 

- 30  parce  que  lorsque  les  géomètres  ont  de¬ 


nier 


sin. 


io 


mandé  la  somme  de  la  série  réciproque  des  sinus  ,  ils 
n’ont  pas  entendu  la  demander  pour  lés  sinus  de  ces 
arcs  ,  qui  sont  parties  rationnelles  de  la  circonférence  , 
mais  pour  des  arcs  quelconques  :  &  c’est  là  le  véritable 
problème  difficile,  dont  malgré  les  efforts  répétés  des  plus 
grands  hommes  nous  n’avons  pas  encore  de  solution. 
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